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Département Commande des Systèmes et Dynamique du vol : DCSD
BP 4025
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Introduction :
La modélisation d’un problème est une étape primordiale au cours d’une étude. Le choix
des modèles utilisés a un grand impact sur les résultats obtenus et doit donc être judi-
cieux. En vue d’une modélisation analytique de performances conceptuelles1 des avions
de transport civil, nous avions besoin d’élaborer un modèle de masse voilure simple mais
pertinent (c’est-à-dire que le modèle présente une bonne précision par rapport à sa sim-
plicité) et si possible analytique (ce qui est propice aux interprétations physiques).

Le modèle de masse que nous mettons au point est adapté aux voilures d’avions
de transport civil, c’est-à-dire des voilures en flèche (0 ≤ ϕe ≤ 41˚), avec effilement
(0 ≤ ε ≤ 1). Il est dans la mesure du possible modélisé analytiquement à l’aide des
résultats de la Résistance des Matériaux pour le caisson voilure reprenant les efforts de
flexion, torsion et cisaillement. Le reste de la voilure est modélisé statistiquement. Ce
modèle sera particulièrement utile pour les études de type avant-projet.

Les efforts que subit une voilure ne sont repris que par une partie de l’aile, ap-
pelée structure primaire. En réalité, c’est un ensemble d’éléments complexes que nous
modéliserons par plusieurs systèmes reprenant chacun un type de sollicitations : les se-
melles du longeron équivalent reprenant la flexion (Table 4.4, p. 68), l’âme du longeron
équivalent reprenant l’effort tranchant (Table 4.7, p. 83), et le revêtement de la voilure
(du caisson) reprenant la torsion (Table 4.9, p. 103). À l’aide des résultats de la Résistance
Des Matériaux, nous dimensionnons chacun de ces systèmes de la structure primaire pour
qu’ils soient capables de supporter les efforts critiques définis par la norme FAR 25.
Nous examinerons le problème de la partie de voilure proche de l’emplanture où la théorie
des poutres ne s’applique pas, afin de déterminer si cela augmente pour autant la masse
à l’emplanture (Section 4.6, p. 124). Nous montrerons statistiquement que ce n’est pas le
cas. La modélisation de type poutre suffit.
Les nervures (Table 4.12, p. 122), quant à elles, sont principalement dimensionnées en
flambage, mais notre modélisation sera statistique (le pas géométrique des nervures est
supposée être une donnée, et constant le long de l’aile).
La masse des éléments permettant l’étanchéité des réservoirs de carburant, les fixations
du train et du mât moteur, sera modélisée statistiquement.
La somme des masses de tous ces systèmes représente la masse de structure primaire.

Le reste des éléments de la voilure, s’appelle la structure secondaire (siège des dis-
positifs hypersustentateurs et des systèmes : hydraulique, . . . ). C’est par une approche
statistique que nous déterminerons sa masse (Table 5.1, p. 137). Elle est modélisée comme
une proportion d’une puissance de la surface voilure, dont les valeurs sont ajustées par
identification sur les données expérimentales d’avions civils à disposition (Section 2, p. 31).

Cette modélisation de masse voilure (somme des masses de structure primaire et
secondaire) permet d’estimer les masses voilure des avions Boeing, McDonnell Douglas
avec une précision remarquable de 5.16%, et 5.89% pour les petits avions civils. Mais
la masse voilure des avions Airbus était sous-estimée, c’est pourquoi nous proposons
un ajustement de notre modèle pour ces avions. Il s’agit d’un ajustement historique et
culturel (Section 6, p. 139) : historique, pour tenir compte de l’avancement technologique
comme le propose G.Ville, et culturel, pour tenir compte du choix différent de conception
du caisson travaillant, notamment par le choix de répartition de portance. Le modèle
voilure ainsi obtenu a une précision de 5.07% pour les avions Airbus.

Au final, notre modèle de masse voilure présente une précision remarquable de 5.22%
par rapport aux 46 avions de transport civils de notre base de données expérimentales

1c’est-à-dire améliorer les performances d’un avion non construit, en jouant sur les choix de sa concep-
tion même et non pas en modifiant seulement son cas de vol.
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(Section 2, p. 31). Cela représente un gain de précision de 6.5% par rapport aux meilleurs
modèles existants. C’est-à-dire que notre modèle divise par un facteur de plus de deux
l’erreur relative moyenne d’estimation des meilleurs modèles existants d’I.Kroo (qui a
une précision de 12%) et de W.Dupont (qui a une précision de 11.7%).

Notre modèle utilise des paramètres d’entrée qui ne sont pas toujours connus (données

manquantes de notre base de données, comme par exemple la profondeur du caisson d̃,
ou la proportion de hauteur du caisson er, . . . ). Pour tester notre modèle, des valeurs
moyennes par défaut ont été considérées pour pallier la méconnaissance de ces données
(Section 7.1, p. 146). Une meilleure connaissance de ces paramètres d’entrée améliorerait
davantage les prédictions de notre modèle.

Non comptant d’avoir une meilleure précision que les modèles existants répertoriés
dans la littérature, notre modèle a un domaine de définition également plus étendue de
par son mode d’élaboration, car la physique de la résistance des matériaux est respectée.
Les modèles existants sont généralement des modèles statistiques basés uniquement sur
la notion de résistance de l’aile en flexion (d’où leur terme en b

cos ϕe
) et sont ajustés

statistiquement à quelques avions semblables. Leurs prédictions se détériorent pour des
avions quelques peu différents, contrairement à un modèle physique.

Notre modèle de masse voilure (Table 7.3, p. 167)

Plus précis : gain de 6.5% de précision par rapport aux meilleurs modèles
existants (de I.Kroo et W.Dupont). Précision de 5.22% par rapport à 46
avions de transport civil. Notre modèle divise par un facteur 2.24 l’erreur
relative moyenne d’estimation des meilleurs modèles existants.
La précision est de 5.12% par rapport aux 30 avions Airbus, Boeing et
McDonnell Douglas de notre base de données.

Plus robuste par rapport aux différents paramètres voilure car physique : il
est basé sur les résultats de la Résistance Des Matériaux.

Par contre, il est de mise en œuvre un peu plus lourde (environ 7 lignes de calculs) que
les modèle statistiques qui tiennent sur une ligne. Ce document comporte cinq parties.

La première (Section I, p. 15) est le bilan des modèles existants trouvés dans la littérature
et des données expérimentales dont nous disposons pour tester les modèles. L’élaboration
de notre modèle est faite dans la seconde partie (Section II, p. 37). La confrontation des
prédictions des modèles existants et de notre modèle, avec les données expérimentales,
est entreprise dans la troisième partie (Section III, p. 145). En quatrième partie (Section IV,

p. 165), notre modèle final de masse voilure que nous recommandons parmi les différentes
versions testés (Appendix D, p. 217), est exposé. En cinquième et dernière partie (Appendix

V, p. 179), ce sont les annexes. Vous y retrouvez des compléments aux autres parties avec
notamment le bilan des articles de la norme FAR 25 relatifs au dimensionnement des
voilures, l’élaboration analytique des efforts voilures (aérodynamiques, massique et dus à
la présence des moteurs), un chapitre sur les centres de section (notamment la méthode
pour déterminer la position des centres de torsion et de gravité d’un caisson de voilure),
les différentes versions de notre modèle que nous avons testés et les données des principaux
matériaux aéronautiques.
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Évolutions de notre modélisation de la masse voilure

Trois grandes améliorations ont été apportées à notre modèle lors de son élaboration.
Tout d’abord, par rapport à la version d’origine que nous avions développé “Premier
modèle” (version 1’.1’.1’ page 233), nous avons changé de modélisation de la structure
secondaire (MW SS = k Sn au lieu d’une modélisation proportionnelle MW SS = kss MW ).
Le modèle ainsi obtenu est le modèle “Structure secondaire” (Table D.3, p. 235). L’erreur
relative moyenne d’estimation du modèle par rapport ç tous les avions civils est passée
de 10.7% à 8.7%, soit un gain de performance de 23%.
Puis, nous avons eu en notre possession davantage de données expérimentales de masse
voilure, ainsi que des données de masse de structure secondaire. Nous avons encore
amélioré le modèle par une modélisation plus adaptée de la masse de structure secon-
daire (MW SS = k Sn), en différenciant les coefficients k et n du modèle pour les petits
avions (MMT OW < 20 t) par rapport au reste des autres avions civils. Par ailleurs, nous
avons changé la correction de masse des Airbus (pondération sur la masse de structure
primaire (Table D.3, p. 235)) pour un ajustement historique et culturel (Section 6, p. 139).
Le modèle alors obtenu est le modèle “Ajustement historique et culturel, et petits/gros
avions”. La précision du modèle est ainsi passée de 8.7% à 5.7% malgré l’augmentation
de la base de données (46 avions au lieu de 35), ce qui représente un gain de performance
de 53%.
Enfin, la dernière amélioration qui a été portée à notre modèle voilure réside dans l’étude
approfondie des valeurs des contraintes maximales admissibles (Appendix J.3, p. 320) en
tenant compte de considération de fatigue pour l’intrados sollicité en traction, et des
phénomènes de flambage de tôle raidie pour l’extrados sollicité en compression. Par
ailleurs, ayant obtenu des données détaillées des masses de la structure primaire, nous
avons pu améliorer la modélisation de celle-ci par l’ajout d’un modèle statistique de la
masse des autres éléments de la structure primaire (les fixation mâts et train, éléments as-
surant l’étanchéité carburant), et par l’ajustement de notre modèle de masse de nervures
pour le cas de nervures en aluminium et non en composite. Le modèle ainsi obtenu est
le modèle “fatigue et flambage” (Table 7.3, p. 167). Avec ces modifications, la précision
du modèle par rapport à tous les avions civils de notre base de données, passe de 5.7% à
5.2%, ce qui représente un gain de performance de 9%. Pour les avions de type Airbus,
Boeing et McDonnell Douglas, la précision passe de 5.59% à 5.12% ce qui représente un
gain de performance de 9%. C’est ce dernier modèle “fatigue et flambage” que nous vous
proposons finalement (Table 7.3, p. 167).
Toutes les estimations des anciennes versions sont exposés en annexe (Appendix D, p. 217).

Modèle Airbus et Boeing/DC Airbus Boeing & DC
Er% σ nb Er% σ nb Er% σ nb

Premier modèle 10.13 7.36 18 11.5 7.29 7 9.28 7.28 11

Structure secondaire 8.99 5.00 20 9.56 6.08 8 8.61 4.09 12

Ajustement historique et cultu-
rel, et petits/gros avions

5.59 4.27 30 6.33 4.79 14 4.92 3.62 16

flambage et fatigue 5.12 3.95 30 5.07 4.09 14 5.16 3.82 16

Modèle Tous les avions civils Petits avions civils
Er% σ nb Er% σ nb

Premier modèle 10.7 8.1 35 13.4 8.89 12

Structure secondaire 8.7 5.9 35 10.6 6.66 12

Ajustement hist. et cult., et petits/gros 5.7 4.5 46 4.93 4.17 11

flambage et fatigue 5.22 4.4 46 5.89 5.22 11
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Er% : Erreur relative moyenne du modèle, c’est-à-dire moyenne des valeurs absolue
des erreurs d’estimations de chaque avion.

Er% =
1

nb

nb∑

i=1

100
∣∣∣
MW Donnée,i − MW Calculée,i

MW Donnée,i

∣∣∣

%

σ : Écart type du modèle, c’est-à-dire racine carrée de la variance des valeurs
absolues des erreurs d’estimations de chaque avion.

σ =

√√√√ 1

nb

nb∑

i=1

(
100

∣∣∣
MW Donnée,i − MW Calculée,i

MW Donnée,i

∣∣∣− Er%

)2

%

nb : Nombre d’avions de notre base de données de la catégorie d’avion étudiée

8 30 juin 2007



Table des matières
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4.2.3 Masse de l’âme MW âme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82

4.3 Peau du revêtement dimensionnée en torsion . . . . . . . . . . . . . . . . 84
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7.2.4 Modèles de l’Onéra . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151
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B.2.1 Force tranchante aérodynamique Ta . . . . . . . . . . . . . . . . . 191
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C Efforts Voilure 203

C.1 Efforts Massiques et d’inertie de la voilure . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204
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Chapitre 1

Modèles existants

Les modèles existants de masse voilure que nous avons trouvés dans la littérature
sont répertoriées dans ce chapitre. Nous les avons classés en deux catégories :

les modèles statistiques : modèles dont la structure analytique est souvent basée
uniquement sur le dimensionnement en flexion, et dont plusieurs coefficients iden-
tifiés sur les données de quelques avions permettent de recaler le modèle.

les modèles analytiques : modèles estimant la masse de la structure primaire (par-
tie de voilure reprenant les efforts) analytiquement selon les lois de la Résistance
Des Matériaux (RDM). Les épaisseurs des différents éléments sont dimensionnés
de manière à pouvoir reprendre les efforts que la voilure est susceptible de subir
(flexion, cisaillement, torsion . . . ). La structure secondaire est, quant à elle, estimée
statistiquement.

Pour chaque modèle, leur expression analytique originelle est exposée puis, nous les trans-
formons de manière à ce qu’elle soit dans le système d’unités international (SI : mètre,
kilogramme, . . . ). La nomenclature des variables, et les diverses remarques liées au modèle
sont également données. Cela a pour but de donner au lecteur la possibilité d’utiliser les
modèles sans avoir à chercher les documents d’origine, qui sont toutefois référencés dans
la bibliographie.

Les estimations de ces modèles seront par la suite (Section III, p. 145) confrontées aux
données de masse voilure d’avions existants.

Remarque 1.1 Les modèles statistiques existants sont essentiellement fondés sur le
dimensionnement en flexion. Or, la rigidité en flexion est donnée par l’écartement de
matière (ici les semelles) par rapport à l’axe élastique : plus l’épaisseur relative est
grande, meilleure est la rigidité en flexion. Par conséquent, l’épaisseur relative utilisée
dans les expressions des modèles est un paramètre très influent auquel il faut prendre
garde. Donc, pour mettre en œuvre ces modèles statistiques, nous vous conseillons de
prendre de grandes précautions par rapport à l’épaisseur relative que vous utiliserez,
et de bien respecter les directives des modèles (épaisseur relative à l’emplanture ?, à la
cassure ?, ou équivalente ?). Car, selon l’épaisseur relative utilisée, vous obtiendrez des
résultats très différents : aussi bien des estimations correctes que catastrophiques.
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SupAéro-Onéra Chapitre 1 - Modèles existants

1.1 Modèles statistiques

1.1.1 Modèles Aérospatiale

Modèle de F.Leclerc

Dans [Lec02], F.Leclerc propose un modèle statistique d’évaluation de la masse voilure
MW adapté aux avions de transports civils de type Airbus.

MW = 4.73

(
MMTOW b

100 er éqCemp cosϕ25

)0.6

S0.3

Avec l’épaisseur relative équivalente er éq définie comme un barycentre des épaisseurs
relatives maximales à l’emplanture eremp, à la cassure erCAS , et à l’extrémité erext de
l’aile :

er éq =
3 eremp + 2 erCAS + erext

6
(1.1)

En remarquant que pour une aile trapézöıdale, S = b Cemp
ε+1
2 , et que par définition de

l’allongement λ = b2

S , le modèle de F.Leclerc devient :

MW = 0.197

(
MMTOW λ (ε + 1)

er éq cosϕ25

)0.6

S0.3

b : Envergure de la voilure (distance entre les deux extrémités) m

er : Épaisseur relative, c’est-à-dire rapport de l’épaisseur maxi-
male du profil et de la corde. De l’ordre de 12% pour les
avions de transport civils modernes er ≈ 0.12

erCAS : Épaisseur relative maximale à la cassure de l’aile

er éq : Épaisseur relative équivalente (Equation 1.1, p. 16)

eremp : Épaisseur relative maximale à l’emplanture

erext : Épaisseur relative maximale à l’extrémité
MMTOW : Masse Maximale au décollage kg
S : Surface de la voilure m2

ε : Effilement de la voilure c’est-à-dire rapport entre les cordes
à l’extrémité et à l’emplanture

λ : Allongement de la voilure λ = b2

S
ϕ25 : Flèche à 25% de la corde rad

Modèle de W.Dupont

Dans [Dup92], W.Dupont propose deux modèles de devis de masse voilure MW . L’un
simple, de la forme :

MW = 5.7 10−3

(
nzceMchbS

Cemper éq cosϕ25

) 2
3
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Et l’autre considérant le poids de chacun des éléments de la voilure :

MW =





5.922 10−5 Kvoil

(
nzceMch

Cemp er éq

(
b

cos ϕ25

)2
)0.9

Flexion

+5.184 10−4 Kvoil

(
nzceMch

b
cos ϕ25

)0.9

Cisaillement

+Kvoil

(
1.7009 S + 10−3 nzceMch

)
Nervures

+4.4 10−3 Kvoil (MMLW )
1.0169

Renforts si train sur voilure

+0.3285 Kvoil (MMTOW )0.35 SpfKvmo Parties secondaires

La masse de carburant contenue dans la voilure diminuant le moment de flexion à l’em-
planture, ce n’est pas la masse totale de l’avion qui est pénalisante mais la masse de
chargement donnée par :

Mch = max( 1.05MMZFW , MMTOW − 0.55MFuelpf ) (1.2)

MFuelpf = min( capacité max. du porte-à-faux︸ ︷︷ ︸
≈80%MF uelmax

, MMTOW − MMZF W )

Le premier cas correspondant au délestage minimum de la voilure, et le deuxième cas à
la masse maximale au décollage moins la masse de carburant dans la voilure, favorable
à la diminution du moment de flexion à l’emplanture.

Kvoil =





1 quadri-moteur,

1.05 bi ou tri-moteur,

1.1 si moteurs sur fuselage.

Cemp : Corde à l’emplanture m
b : Envergure de la voilure (distance entre les deux extrémités) m

er éq : Épaisseur relative équivalente (Equation 1.1, p. 16)

MF uelpf : Masse de carburant dans le porte-à-faux de la voilure kg
Kvmo : Coefficient de l’ordre de 1.39 pour les Airbus
MMLW : Maximum Landing Weight kg
MMTOW : Maximum Take-Off Weight kg
MMZF W : Maximum Zero Fuel Weight kg
MW : Masse de la voilure kg
Mch : Masse de chargement (Equation 1.2, p. 17) kg
nzce : Facteur de charge extrême
S : Surface de la voilure m2

Spf : Surface de porte-à-faux de la voilure (porte-à-faux : partie
de voilure située à l’extérieur du fuselage)

m2

ϕ25 : Flèche à 25% de la corde rad

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 17



SupAéro-Onéra Chapitre 1 - Modèles existants

Remarque 1.2 Un avion peut être, dans certaines phases de vol, soumis à plusieurs
fois son poids. On définit alors ce coefficient multiplicateur comme étant le facteur
de charge. La structure de l’avion restera dans un domaine de déformation élastique
tant que le facteur de charge est inférieur au facteur de charge limite nzcl . En pra-
tique, des sécurités automatiques empêche l’avion de dépasser le facteur de charge
limite. Si l’on dépassait ce facteur, il y aurait déformation plastique : la structure
se déformerait et ne reviendrait plus dans sa configuration d’origine. Si la sollicita-
tion augmentait encore, il y aurait rupture. On aurait alors atteint le facteur de charge
extrême nzce . Le terme nzceMch prend alors tout son sens : l’avion supportera au maxi-
mum nzce fois sa masse de chargement. Le facteur de charge extrême peut s’exprimer
en fonction du facteur de charge limite (limite structurale d’élasticité de l’avion) :
nzce = 1.5nzcl = (1.5)(2.5) = 3.75. La présence du facteur de charge extrême dans un
devis de masse voilure semble alors intuitivement justifiée : plus nzce est grand, plus
la structure est “solide” donc plus lourde (épaisseur des longerons et de la peau).

La transformation du modèle simple de W.Dupont à l’aide des relations géométriques
voilures développées en annexe (Appendix A, p. 179) permet de confronter ce dernier avec
le modèle précédent de F.Leclerc.

S = b Cemp

(
1 + ε

2

)

Par conséquent le modèle simple de masse voilure Dupont devient :

MW = 5.7 10−3

(
1 + ε

2

)0.67(
nzceMch

er éq cosϕ25

)0.67

b1.33

La masse voilure de F.Leclerc est proportionnelle à l’envergure b1.2 alors que celle de
W.Dupont est proportionnelle à b1.3. Les deux modèles se différencient par l’exposant du
terme en cosϕ25, de l’épaisseur relative équivalente er éq, et surtout par la considération
différente de la surface voilure S et de la masse prise en compte (facteur de charge extrême
multiplié par la masse de chargement ou masse maximale au décollage).

1.1.2 Modèle de General Dynamics

General Dynamics propose un modèle de masse voilure d’avion de transport (exposé
dans [Ros85]) :

MW = 0.00428
S0.48 λ M0.43

D (MMTOW nzce)
0.84

ε0.14

(100er)
0.76

(cosϕ50)
1.54

avec les masses en lb, les distances en ft. Ce qui s’écrit dans les unités du système
international à :

MW = 3.56 10−4 S0.48 λ M0.43
D (MMTOW nzce)

0.84
ε0.14

er
0.76 (cosϕ50)

1.54
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MW : Masse de la voilure d’avion de transport kg
ϕ50 : Flèche à 50% de la corde rad

er : Épaisseur relative maximale (entre 0.08 et 0.15)
ε : Effilement de l’aile
λ : Allongement de l’aile (entre 4 et 12)
S : Surface de la voilure m2

MD : Mach maximal au niveau de la mer (entre 0.4 et 0.8)
MMT OW : Masse Maximale au décollage (Maximum Take-Off

Weight)
kg

nzce : Facteur de charge extrême

1.1.3 Modèle de I.Kroo

I.Kroo [Kro01] propose un modèle de masse voilure adapté aux avions de transports
civils.

“The wing weights index is related to the fully-stressed bending weight of the
wing box. It includes the effect of total wing load (at the ultimate load factor
nzce), span b, average airfoil thickness er, taper ε, sweep of the structural
axis ϕe, and gross wing area S. The total wing weight is based on this bending
index and actual data from 15 transport aircraft. ”

- Irlan Kroo -[Kro01] -

Le modèle est donnée en lb avec les distances en ft :

MW = 4.22 S + 1.642 10−6 nzce b3
√

MMTOW MMZF W (1 + 2 ε)

er cos2 ϕe S (1 + ε)

Ce qui revient en unités du système international à :

MW = 20.6 S + 5.387 10−6 nzce b3
√

MMTOW MMZF W (1 + 2 ε)

er cos2 ϕe S (1 + ε)

1.1.4 Modèle de J.Martin

J.Martin propose dans un article [Mar92] un modèle statistique permettant d’évaluer
la masse de la voilure (en unités de lb et de ft).

MW =

{
0.419 Γ0.442 si 18120 ≤ MMTOW ≤ 95300 kg

9.26 10−4 Γ0.698 si 95300 ≤ MMTOW

Ce qui revient en unités SI (du Système International : kg et m)

MW =

{
0.771 Γ0.442 si 18120 ≤ MMTOW ≤ 95300 kg

3.83 10−3 Γ0.698 si 95300 ≤ MMTOW

Γ =
MMTOW nzce b2 (1 + ε)

4 cos2 ϕ25 er

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 19
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b : Envergure de la voilure (distance entre les deux extrémités) m

er : Épaisseur relative
MMTOW : Maximum Take-Off Weight kg
MW : Masse de la voilure kg
nzce : Facteur de charge Extrême
ε : Effilement
ϕ25 : Flèche à 25% de la corde rad

1.1.5 Modèle de Stender-Morelli (planeur)

Messieurs Stender et Morelli [Ste69, Mor58] ont développé un modèle de masse voilure
adapté aux planeurs :

MW = Cw

(
nzce Mch S√

er ε

)0.64

λ0.96

b : Envergure de la voilure (distance entre les deux extrémités) m

er : Épaisseur relative
Mch : Masse de chargement : masse totale de l’avion moins les

masses voilure, carburant et moteurs (si montés sous l’aile)
kg

MW : Masse de la voilure kg
nzce : Facteur de charge Extrême

λ : Allongement de la voilure λ = b2

S
ε : Effilement

Historiquement, ce sont les premiers a avoir introduit la masse de chargement Mch (masses
de l’avion qui ne contribuent pas à atténuer le moment de flexion à l’emplature, c’est-à-
dire la masse totale de l’avion moins la masse voilure, la masse carburant, et la masse
des moteurs si ceux-ci sont montés sous voilure : Mch = MMT OW − MW − MF uel − Mm.
Autrement dit, la masse de chargement est la masse du fuselage, de la charge utile, de
l’empennage, de la dérive, . . . ) dans le devis de masse voilure, ce qui a réduit sensiblement
la dispersion des estimations de masse voilure. Pour l’étude d’avion Hale de type Condor
une valeur de Cw = 3.6 10−3 a été choisie. Pour les avions de transport civil nous avons
remarqué qu’une valeur de Cw = 7.06 10−3 conviendrait davantage. Cet écart de valeur
de Cw peut s’expliquer par le fait que ce modèle ne tient pas compte de la flèche de
la voilure : l’avion Condor est sans flèche et un avion de transport civil a une flèche
de l’ordre de 30
�

(en moyenne). Par conséquent, ce modèle peut être réajusté sur un
type d’avion donné par l’intermédiaire de la constante Cw (pour une flèche ϕe moyenne
donnée) mais ne permet pas d’envisager des formes nouvelles de voilure puisqu’il ne tient
pas compte de l’effet de la flèche sur la masse voilure. Il ne pourra donc pas être utilisé
en stade avant-projet pour la conception de nouveaux avions sensiblement différents de
ceux existants. Ce modèle est exposé ici pour son aspect historique.
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1.1 Modèles statistiques SupAéro-Onéra

1.1.6 Modèle d’E.Torenbeek

E.Torenbeek [Tor86] propose un devis de masse voilure pour des avions de transports
civils.

“The derivation of the present method is based on a generalized expression
for the material required to resist the root bending moment due to wing lift
in specific operational condition. The average stress is related to the loading
index of compression structure. A correction is made for the extra weight
to provide the torsional stiffness required to withstand wing flutter. Separate
contributions for high-lift devices, spoilers and speed brakes are given. Statis-
tical analysis of wing weight of many aircraft types actually built has yielded
the necessary factors of proportionality. The method is applicable to light and
transport category aircraft with wing-mounted engines in front of the elastic
axis or engines not mounted on wing.”

- E.Torenbeek - [Tor86] -

La masse voilure se compose de deux parties : la masse de la structure primaire
MW SP c’est-à-dire les longerons, le caisson travaillant, et la structure secondaire MW SS

c’est-à-dire les becs, volets, spoilers, . . .

MW = MW SP + MW SS

La masse de la structure primaire du modèle d’E.Torenbeek a pour expression :

MW SP = 4.58 10−3kno kε ke kuc kst
(kb nzce (Mdes − Mw))

0.55
b1.675

(eremp)
0.45

(cosϕ50)
1.325

ns : Rapport de la distance entre l’emplanture et l’attache du
hauban, sur la demi-envergure b

2 .
Mdes : Masse avion de conception Mdes ≈ MMZF W kg
Mw : Masse voilure kg
VD : Vitesse maximale en piqué (EAS) cf.FAR 25.335 m/s
b : Envergure de la voilure (distance entre les deux extrémités) m

eremp : Épaisseur relative maximale à l’emplanture
nzce : Facteur de charge extrême nzce = 1.5 nzcl

nzcl : Facteur de charge limite nzcl ≈ 2.5
ϕi : Flèche à i% de la corde (0% est au bord d’attaque, 100% est

au bord de fuite)
rad

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 21
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kno : Weight penalties due to skin joints, non-tapered skin, minimum jauge, . . . :

kno = 1 +

√
1.905 cosϕ50

b
kε : Weight penalties due to wing taper ratio :

kε = (1 + ε)0.4

ke : Bending moment relief factor due to the engine and nacelle installation :

ke =





1 engines not wing mounted,

0.95 two wing-mounted engines in front of the elastic axis,

0.9 four wing-mounted engines in front of the elastic axis.

kuc : Correction factor for undercarriage suspension :

kuc =

{
1 wing-mounted undercarriage,

0.95 undercarriage not mounted to wing.

kst : Correction factor for extra weight required to provide stiffness against flutter :

kst =






1 four wing-mounted jet engines,

1 + 9.06 10−8 (b cos ϕ0)
3

Mdes

(
VD

eremp

)2

cosϕ50 Engines not mounted to the wing

or 2 wing mounted

kb : Correction factor for strut location on braced wings :

kb =

{
1 cantilever wings (pour les voilures classiques),

1 − ns
2 braced wings (pour les voilures haubanées)

La masse de la structure secondaire MW SS dépend de la masse des dispositifs hypersus-
tentateurs (High-lift devices MW

hld
SS ) et des spoilers (Spoiler and speed brake MW

sp
SS).

MW SS = 1.2
(
MW

hld
SS

+ MW
sp
SS

)

La masse des dispositifs hypersustentateurs est elle-même composée de la masse des
becs (dispositifs du bord d’attaque : leading edge Mlef) et des volets (dispositifs du bord
de fuite : trailing edge flap Mtef).

MW
hld
SS

= Mlef + Mtef

La masse des volets Mtef peut être calculée par :

Mtef = 2.706 kf Sf (Sf bfs)
3
16

((
Vatt

100

)2
sin δf cosϕf

erf

) 3
4

Dans le cas où tous les paramètres utilisés dans cette dernière équation ne sont pas
connus, la masse spécifique des volets, c’est-à-dire la masse des volets rapportée à leur
surface, peut s’estimer graphiquement (Figure 1.1, p. 23). Cette figure représente la masse
spécifique des volets selon la masse maximale de l’avion au décollage MMTOW . Par
exemple pour un avion de MMT OW = 200000 kg équipé de volets “Fowler”, la masse
spécifique lue sur la figure est d’environ 40 kg/m2. Si la surface des volets est de Sf =
120 m2 alors la masse des volets est de 40 ∗ 120 = 4800 kg.
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Fig. 1.1 – Specific weight of leading and trailing edge high lift devices. E.Torenbeek [Tor86].

(Les différents systèmes de becs et volets sont rappelés (Figure 5.1, p. 131).
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bfs : Structural flap span (cf.[Tor86] Fig.C-1 p.453 ou p.220) m
erf : Flap relative thickness, i.e. (Flap thickness)/(flap chord) ra-

tio measured streamwise
kf : Correction factor : effect of the flap configuration

kf = kf1 kf2

Mtef : The trailing edge flap weight kg
Sf : Projected area of flaps m2

Vatt : Design speed for flaps in landing configuration (EAS). If Vatt

is not known, 1.8 times the stalling speed in the landing
configuration may be assumed as a first guest.

m/s

ϕf : average sweep angle of flap structure (cf.[Tor86] Fig.C-1
p.453)

rad

δf : Maximum flap deflection angle at Vatt, measured streamwise
(cf.[Tor86] p.220)

rad

kf = kf1 kf2

kf1 =





1 single slotted ; double slotted, fixed hinge

1.15 doubled slotted, 4-bar movement ; single slotted Fowler

1.30 double slotted Fowler

1.45 triple slotted Fowler

kf2 =






1 slotted flaps with fixed vane

1.25 double slotted flaps with “variable geometry”, i.e. extending

flaps with separately moving vanes or auxiliary flaps

La masse des becs Mlef peut être estimée à l’aide de la figure proposée par E.Torenbeek
(Figure 1.1, p. 23) qui représente la masse spécifique des becs (masse des becs rapportée
à la surface des becs) en fonction de la masse maximale avion au décollage MMT OW .

Quand à la masse des spoilers et des speed brakes MW
sp
SS

, elle peut s’exprimer par
le produit de la masse spécifique des spoilers (environ 12 kg/m2) et de la surface des
spoilers Ssp :

MW
sp
SS

= 12.2 Ssp

ou par un pourcentage de la masse voilure :

MW
sp
SS = 0.015 MW

Les flèches utilisées dans ce modèle sont celles au milieu de l’aile ϕ50 et au niveau
des volets ϕf . Mais les données d’avion sont généralement des flèches à 25% de la corde.
La section en annexe (Section A, p. 179) permet de lier ces différentes flèches selon les
caractéristiques géométriques de la voilure.
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1.1.7 Modèles Onéra

L’Onéra déjà confronté à l’estimation de masse voilure, a développé des modèles
dans le cadre du projet COMPACT [PDM00]. Deux types de modèles sont proposés :
l’un statistique identifié sur des données de 13 avions, l’autre basé sur des considérations
géométriques de la voilure, de la constitution interne et sur les considérations technolo-
giques.
Le premier modèle a pour expression :

MW = k1 nz
k2

cl Mk3
MZF W

(
b

cosϕ25

)k4

Sk5 ek6 Mk7

MO

Avion k1 k2 k3 k4 k5 k6 k7

Court-Courrier 1.5476 -0.01137 0.4314 1.159 -0.0667 0.2337 -0.05
Moyen-Courrier 0.02866 0.33825 0.72827 0.91441 0.17713 -0.20168 0.51096
Long-Courrier 0.05 0.3148 0.66 1.296 -0.065 -0.098 0.5
Gros-Porteur 0.005 0.4 0.805 2.72 -0.98 -0.135 0

MW : Masse de la voilure d’avion de transport kg
ϕ25 : Flèche à 25% de la corde rad

e : Épaisseur absolue maximale de l’aile m
b : Envergure de la voilure m
S : Surface de la voilure m2

MMO : Maximum Mach Operating
MMZF W : Maximum Zero Fuel Weight kg
nzcl : Facteur de charge limite

Le deuxième modèle dont la mise en œuvre est numérique, détermine la masse de la struc-
ture primaire (travaillante) par éléments finis de type poutre, connaissant la géométrie
et les caractéristiques élastiques (rigidités en flexion et torsion). La masse de la structure
secondaire (becs, volets . . . ) est considérée proportionnelle à la masse de la structure
primaire. Cet algorithme permet donc d’évaluer la masse d’une voilure donnée mais ne
permet pas de dimensionner celle-ci.

“Il reste à identifier les valeurs des grandeurs géométriques caractéristiques
des longerons, parois, lisses et revêtement qui composent la structure interne
de la voilure. Dans une démarche de conception classique, on recherche les
différentes épaisseurs de métal que doivent avoir ces composants afin de sa-
tisfaire aux conditions d’utilisation de l’appareil (entre autres la déflexion
maximale de la voilure sous charge).
Dans le cas des appareils classiques, il est inutile de refaire ces calculs, sa-
chant que l’on peut transposer, à l’aide de simples règles de proportionnalité,
ces différentes épaisseurs d’un appareil à l’autre sans commettre une erreur
importante, principalement en raison du fait que la technologie de fabrication
reste identique.
Bien qu’une telle tâche n’ait pas été envisagée dans le cadre de ce travail, il
est tout à fait possible de coupler, avec le module de masse, un module de
dimensionnement permettant de déterminer ces épaisseurs.”

- B. Paluch, F. Descatoire, F. Morel [PDM00] -

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 25
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1.2 Modèles physiques

1.2.1 Modèle de M.Ardema

M.Ardema propose [ACP+96] un modèle de masse voilure dont l’expression de la
masse de la structure travaillante est basée sur trois termes : une masse de structure
résistant à la flexion, une autre au cisaillement et une troisième à la torsion.

“ For the wing, only a quasi-static pull-up maneuver condition at load factor n
is considered for determining loads. At each spanwise station along the quarter
chord, from the wingtip to the wing-fuselage intersection, the lift load, center
of pressure, inertia load, center of gravity, shear force, and bending moment
are computed. For the inertia load, it is assumed that the fuel weight MF uel

is distributed uniformly with respect to the wing volume.
The wing structure is assumed to be a rectangular multi-web box beam with
the webs running in the direction of the structural semispan.
The ideal weight of the carrythrough structure is computed from a summation
of the bending shear ans torsion material : ”

- Mark Ardema - [ACP+96] - -

MW SP = MW bend + MW shear + MW torsion

MW bending = ρAlu ε
(

Mf0 cos ϕ
eremp

2 CempRDM
E

)e

eremp CempRDM wC

MW shear = ρAlu
Fs0

σs wC

MW torsion = ρAlu
Mf0 sin ϕ (eremp+CempRDM )

eremp CempRDM σs wC

Avec l’exposant e qui a pour valeur e = 0.556 pour un revêtement non raidi et e = 0.6
pour un revêtement renforcé.

Covers Webs ε

Unstiffened Truss 2.25
Unstiffened Unflanged 2.21
Unstiffened Z-stiffened 2.05

Truss Truss 2.44
Truss Unflanged 2.40
Truss Z-stiffened 2.25

ε : Shell buckling efficiency
Mf0 : Root bending moment Nm
Fs0 : Root shear strength N
ϕ : Wing sweep rad
eremp : Root thickness of wing box
CempRDM : Structural root chord of wing m
E : Young’s modulus of shell material N/m2

e : Wing buckling exponent
wC : Width of carrythrough structure of the wing m
ρAlu : Structural material density kg/m3

σs : Allowable shear stress for wing N/m2

Remarque 1.3 Remarquons le terme en sin ϕ pour la torsion. Terme que nous expli-
citerons par la suite (Section 4.6, p. 124).
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1.2.2 Modèle de P.Viou

Pascal Viou [Vio92] a mis en place le formalisme de la masse d’une voilure de forme
trapézöıdale (avec de l’effilement), et ayant de la flèche ϕ. Son algorithme permet alors
de dimensionner les différentes parties de la structure primaire : le revêtement ayant
une épaisseur minimale technologique, les semelles étant dimensionnées en rupture ou en
déformation, l’âme étant dimensionnée pour supporter les efforts tranchants. Le devis de
masse proposé est néanmoins pessimiste puisqu’il néglige la masse de l’aile par rapport
à l’effort aérodynamique : le moment de flexion ainsi calculé est donc plus important
qu’en réalité et par conséquent le dimensionnement des semelles, donc leur masse est
plus important qu’en réalité.

1.2.3 Modèle de S.Palluel et J.Raška

S.Palluel et J.Raška ont élaboré un modèle de devis de masse voilure adapté aux
Hales [Pal98, Raš00], pour une aile rectangulaire sans flèche.

Cette masse est composée de la masse des semelles, des âmes, des nervures, du
revêtement, et du reste (becs, volets, . . . ).

MW = MW sem + MW âme + MW ner + MW rev + MW rest

Masse des semelles : Les semelles sont dimensionnées pour reprendre l’intégralité
des efforts de flexion voilure. Deux critères de dimensionnement sont proposés :

Critère de contrainte : détermine la loi d’évolution des surfaces semelles le long
de l’aile, nécessaire pour assurer la non-rupture sous facteur de charge extrême. Avec
l’intrados dimensionné en traction, l’extrados dimensionné en compression, et un rapport

de facteur de charge extrême négatif/positif adapté aux avions Hales de nzce
	

nzce
⊕ = −0.17,

l’expression de la surface des semelles est :

Ssem =

(
1

−σmaxc

+
1

σmaxt

)
nzce

⊕ Mch g

(
b
2 − y

)2

4 er C b
2

MW sem = 2

∫ b
2

0

ρm Ssem dy

= 4 k1

(
1

−σmaxc

+
1

σmaxt

)
ρm nzce

⊕ Mch g

er C

(
b

2

)2

MW sem = k1

(
1

−σmaxc

+
1

σmaxt

)
ρm nzce

⊕ Mch g

er
λ

3
2

√
S

Avec k1, le coefficient de dimensionnement en résistance : 1
8 pour des semelles à section

constante en envergure, 1
24 pour une évolution des semelles optimale en non-rupture.

Critère de déformation : limite de déplacement vertical en bout d’aile Uzext lors de
la croisière (facteur de charge nz = 1) au déplacement maximal admissible Uzmax.

Uzext = −
∫ y

0

∫ ξ

0

Mch g

b

(
b
2 − ζ

)2

2

1

E er
2 C2

SE + SI

SESI
dζ dξ
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MW sem = k2
ρmMch g

E er
2
(

Uzmax

b/2

) λ
5
2

√
S

Avec k2, le coefficient de dimensionnement en déformation : 1
16 pour des semelles à section

constante en envergure, 1
24 pour une évolution des semelles optimale en non-rupture.

Masse du revêtement : Le revêtement est supposé dimensionné non pas en rupture
mais en faisabilité technologique. Son épaisseur est supposé être le minima technologique
(environ 1mm pour les composites). Ainsi la masse surfacique $san est donnée par le
produit de la masse volumique du matériau et de cette épaisseur minimale technologique.
Pour l’étude des Hales, J.Raška a considéré du nid d’abeille de 15 mm à 35 kg/m3

entre deux peaux de 0.5 mm à 1590 kg/m3, ce qui fait une masse surfacique de $san =
2.1 kg/m2.

MW rev = $san Srev

la surface de revêtement Srev se calcule par intégration de la circonférence du profil (l)
le long de la voilure :

Srev = 2

∫ b

0

l dy

En supposant la circonférence du profil l proportionnelle à la corde C du profil, la surface
de revêtement est proportionnelle à la surface de la voilure :

l = K C

K ≈ 2.077 (cf.[Raš00] p.73 profil Liebeck LD-17A)

Srev = l b = K C b = K S

La masse du revêtement est donnée finalement par :

MW rev = $san K S

Masse des âmes : Par analogie, la masse des âmes est proportionnelle au produit de
l’épaisseur relative du profil er que multiplie la surface de la voilure S, par le nombre de
longerons Nlong.

Sâme = 2

∫ b
2

0

erC dy = er S

MW âme = $san Sâme

MW âme = Nlong $san er S

Masse des nervures : La masse des nervures est calculée par des considérations
géométriques. Elles sont supposées d’épaisseur constante : le minima technologique en
structure composite. Le pas des nervures δner est supposé constant et connu. La loi de
corde est prise comme ellitique :

C = Cemp

√

1 −
(

y

b/2

)2
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Les cloisons, intercalées entre les nervures, ont une masse évaluée à un tiers de celle des
nervures.

MW ner = $san sprof er
128

9π2

S
3
2

√
λ δner

Masse du reste : La masse du reste est estimée statistiquement :

MW rest = 0.35 (MW rev + MW âme)

b : Envergure de la voilure m
E : Module d’Young N/m2

er : Épaisseur relative du profil
K : Coefficient de proportionnalité entre le périmètre du profil

et la corde du profil. Pour le profil Liebeck LD-17A J.Raška
avait calculé K = 2.077

k1 : Coefficient de dimensionnement en résistance : 1
8 pour des

semelles à section constante en envergure, 1
24 pour une

évolution des semelles optimale en non-rupture.
k2 : Coefficient de dimensionnement en déformation : 1

16 pour
des semelles à section constante en envergure, 1

24 pour une
évolution des semelles optimale en non-rupture.

Mch : Masse de chargement de la voilure : Masse totale de l’avion
moins la masse voilure, carburant

kg

MZF W : Masse avion sans carburant kg
Nlong : Nombre de longerons
nzce : Facteur de charge extrême(

Uzmax

b/2

)
: Déplacement vertical maximale admissible en bout d’aile

S : Surface de la voilure m2

Srev : Surface de revêtement m2

sprof : Surface relative du profil
δner : Distance entre les nervures m
σmaxc : Contrainte maximale en compression (valeur algébrique

donc négative)
Pa

σmaxt : Contrainte maximale en traction Pa

λ : Allongement de la voilure : λ = b2

S
$san : Masse surfacique du revêtement : par exemple $san =

2.1 kg/m2 (nid d’abeille de 15 mm à 35 kg/m3 entre deux
peaux de 0.5 mm à 1590 kg/m3)

kg/m2

ρm : Masse volumique du matériau utilisé kg/m3
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L’expression de la masse de la voilure totale MW peut alors se simplifier en posant :

Kn = $san sprof er
128

9 π2

1

δner

Kra = (1 + 0.35)$san (Nlong er + K)

Ks =





k1

(
1

−σmaxc
+ 1

σmaxt

)
ρm nzce

⊕ g
er

Critère de contrainte,

k2
ρm g

E er
2 (Uzmax

b/2 )
Critère de déformation.

x =

{
3
2 Critère de contrainte,
5
2 Critère de déformation.

En extrayant la masse de chargement de l’expression de la masse des semelles, la masse
voilure devient :

Mch = MMTOW − MW − MFuel = MZF W − MW

MW = Ks λx
√

S (MZF W − MW ) + Kn
S

3
2

√
λ

+ Kra S

MW

(
1 + Ks λx

√
S
)

= Ks λx
√

SMZF W + Kn
S

3
2

√
λ

+ Kra S

MW =
Ks λx

√
SMZF W + Kn

S
3
2√
λ

+ Kra S

1 + Ks λx
√

S
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Chapitre 2

Base de données

Dans ce chapitre, nous exposons les données voilure dont nous disposons pour valider
nos modèles et les modèles existants de masse voilure. Cette base de données a été
constituée à l’aide d’une base de données interne Onéra[CM88] et de données recueillies
dans la littérature dans des ouvrages de référence tels que ceux d’E.Torenbeek [Tor86],
d’I.Kroo [Kro01] ou de M.D.Ardema [ACP+96]. Elle est constituée de 85 avions de toute
sorte : aussi bien des avions de transport civil, que des jets privés, des avions cargo
militaire, des avions de combat . . . Nous présentons ces données sous forme de tableaux
classés par type d’avion puis par masse maximale au décollage MMTOW .

Les différents types d’avion de la base de données sont dans l’ordre :
– Civil Fret+Passagers
– Militaire Cargo
– Militaire Chasse Biplace
– Militaire Chasse Biplace Marine
– Militaire Chasse Monoplace
– Militaire Chasse Monoplace Marine
– Militaire École
Le descriptif des grandeurs exposées dans les tableaux est explicité dans les nomen-

clatures qui suivent. Les “NaN” (Not-A-Number) représentent des données dont nous ne
disposons pas.

Des données plus détaillées et précises pour quelques voilures d’avions de transport
civil, nous ont également servi à valider nos modèles, mais ne seront pas exposées dans
ce document.

Remarque 2.1 Deux des avions civils n’ont pas été pris en compte pour la validation
de nos modèles. Il s’agit du concorde dont la conception diffère des avions de transport
civil subsoniques que nous cherchons à modéliser, et la caravelle 6R dont les données
semblent erronées.
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Nom MMT OW MMZF W MF uel MMLW MOW E Mm Nm ~ } nzce
de l’avion (kg) (kg) (kg) (kg) (kg) (kg)

CITATION 1 5216 NaN 1641 4989 2806 544 2 2 1 7.41
SN-601-CORVE 6600 NaN 1476 5700 3689 624 2 2 2 7.5
FALCON 10 8615 NaN 2560 8330 4638 820 2 2 1 6.83
HS 125-3 B 9843 6123 3728 9072 4863 815 2 2 1 4.32
NORD 262-20 10600 NaN 1431 10450 6496 1054 2 1 2 4.56
HS 125-600 B 11340 7043 4190 9979 5625 871 2 2 2 4.75
FALCON 20 12100 9979 3602 11430 6899 807 2 2 1 6.35
ATR-42-200 15750 15200 2032 15500 9124 1341 2 1 2 3.75
FALCON 50-B 17600 10650 7465 16200 8643 1206 3 4 1 5.97
FOKKER-27 18200 16600 4000 17800 9988 1753 2 1 1 3.75
FALCON 900 19824 14000 8618 12250 9533 1421 3 4 1 5.75
VFW-614-G6 19950 NaN 3753 19950 11456 1538 2 1 1 4.8
FOKKER-28 28580 28130 7441 24490 14807 2366 2 2 1 3.75
DC 9-10 40434 33566 10081 37059 20672 3066 2 2 1 4.233
B 737-100 44000 38555 7000 43090 NaN 3410 2 1 1 3.75
B 737-200 45360 38550 9626 44450 23805 3046 2 1 1 3.75
DC 9-30 48989 39500 10583 45000 25400 4896 2 2 1 NaN
CARAVELLE-6R 50000 37000 14235 47620 25805 3814 2 2 1 6.33
DC 9-40 51710 42184 9525 42265 24799 3264 2 2 1 3.75
TRIDENT 1 52163 40587 10580 46267 28311 3586 3 4 1 4.5
MERCURE IT 54500 46000 10552 49800 28169 3690 2 1 1 4.56
DC 9-50 54885 44670 12251 49885 29300 4896 2 2 1 NaN
CARAVELLE 12 56000 NaN 12939 49500 29027 3754 2 2 1 4.47
A319-100 64000 57000 18730 61000 40100 6204 2 1 1 3.75
B 727-100 72575 53525 21798 62370 36478 5312 3 4 1 3.75
A320-200 73500 61000 18730 64500 41000 4682 2 1 1 3.75
A320-100 77400 61000 14285 61000 35818 4682 2 1 1 3.75
B 727-200 78019 63318 24038 72575 46164 5312 3 4 1 3.75
A321-100 83000 69500 18605 73500 47700 4682 2 1 1 3.75
A321-200 89000 71500 23330 73500 48000 4682 2 1 1 3.75
DC 8-20 125190 NaN 51890 87543 54932 11112 4 1 1 3.75
A310-200 138600 112000 42126 121500 69879 7969 2 1 1 3.75
B 707-328 140610 86300 70300 93893 55721 10032 4 1 1 3.75
A310-300 150000 113000 53154 124000 70386 8767 2 1 1 3.75
A300 B4 157500 124000 45614 134000 79288 8207 2 1 1 3.75
DC 8-63 161030 104330 57933 111130 64487 9510 4 1 1 3.75
A300-600 165000 130000 32140 138000 78157 8461 2 1 1 3.75
A300-600R 170500 130000 56330 140000 86172 8461 2 1 1 3.75
CONCORDE 185070 96080 95680 111130 74021 13931 4 1 1 3.75
L-1011 TRIST 185520 139940 45586 157850 95540 10632 3 3 2 3.75
DC 10-10 195050 151960 54037 164880 92464 10865 3 3 1 3.75
A330-300 212000 185000 74123 185000 124500 9730 2 1 1 3.75
B 777-200 247210 190470 89175 201800 134500 30236 2 1 1 3.75
DC 10-30 251750 166920 87716 182800 103830 12026 3 3 1 3.75
A340-300 257000 178000 107540 190000 129300 10340 4 1 1 3.75
B 747-100 321140 238820 102270 255830 139320 16142 4 1 3 3.75
A340-600 365000 242000 151890 256000 174867 4719 4 1 3 3.75
B 747-400 396830 242670 158208 285760 181484 17056 4 1 3 3.75
A380 560000 361000 240000 386000 276800 25084 4 1 3 3.75

BREGUET 941 21472 NaN 3835 19465 14209 3741 4 1 2 5.25
BR. ATLANTIC 43183 NaN 16017 34700 22702 3904 2 1 1 4.25
TRANSALL 46530 37700 10016 39270 27777 4350 2 1 2 4.5
TRANSALLC160 51000 NaN 14418 42000 28068 4543 2 1 2 4.5
BOEING C-135 135440 NaN 38519 90720 48469 8415 4 1 1 3
C-141 143600 NaN 50892 124970 61318 10312 4 1 2 3.93
B 52 H 221350 114900 116140 122470 77162 14664 8 1 2 3
C-5A GALAXY 348810 253510 95297 288420 144980 13742 4 1 2 2.5

ALPHAJET-APP 7642 NaN 1593 3650 3629 745 2 5 2 13
MIRAGE G 16054 NaN 4450 12049 10114 1894 1 5 2 12
MIRAGE 2000B 17000 NaN 3125 NaN 7657 1637 1 5 1 13.5
MIRAGE 2000N 17000 NaN 5665 NaN 7738 1653 1 5 1 13.5
BUCCANEER 2B 21659 NaN 5383 19073 14037 2889 2 3 1 10
TORNADO GR 1 25540 NaN 5090 NaN 13020 2479 2 5 2 11.7
MIRAGE IV-A 31831 NaN 14856 15410 14720 3183 2 5 1 7.25
T.S.R.2 46741 NaN 20280 24040 24880 6434 2 5 2 10

PHANTOM F4B 27932 NaN 6100 20865 11850 3284 2 5 1 9.75

HUNTER F MK1 7297 NaN 1169 6985 5356 1315 1 5 1 11.25
NORTHROP F5A 9379 6446 1732 9006 3723 894 2 5 1 10.5
MIRAGE III-C 11950 NaN 3976 7300 6062 1466 1 5 1 12.75
HARRIER GR 1 12137 9104 2397 7666 5435 1788 1 5 2 11.5
MIRAGE III-E 14072 8890 5182 7700 6710 1539 1 5 1 11.2
MIRAGE F1-C 14871 NaN 5197 8992 7804 1668 1 5 2 12
JAGUAR A 15346 NaN 3276 8500 7196 1688 2 5 2 12
LIGHTNING M1 15488 NaN 2573 12903 10990 3773 2 5 1 11.25
MIRAGE 2000C 17000 NaN 3190 NaN 7536 1632 1 5 1 13.5
F 16 A 17010 NaN 3162 8850 7020 1510 1 5 2 13.5
RAFALE - A 20000 NaN 4444 NaN 9195 2206 2 5 2 13.5

SUP.ETENDARD 12081 NaN 4360 7500 6493 1222 1 5 1 12
SCIMITAR MK1 17010 NaN 3711 12587 10684 3157 2 5 1 12
F 18 A 22317 NaN 4926 13560 10084 2106 2 5 2 11.25

CESSNA T-37 3445 NaN 918 2766 1913 442 2 5 1 10
GNAT T MK 1 4173 NaN 928 3561 2555 474 1 5 2 12
HAWK T MK 1 7130 NaN 1272 4720 3464 712 1 5 1 12
ALPHAJET-ECO 7425 NaN 1593 3650 3412 711 2 5 2 13
JAGUAR E 13669 NaN 3277 8878 7271 1702 2 5 2 12

MF uel : Masse de carburant maximale kg
Mm : Masse de l’ensemble des moteurs équipés kg
MMLW : Maximum Landing Weight kg
MMT OW : Maximum Take-Off Weight kg
MMZF W : Maximum Zero Fuel Weight kg
MOW E : Masse à vide Operating Weight Empty kg
nzce : Facteur de charge extrême
Nm : Nombre de moteurs
~ : Emplacement du moteur (1=voilure,2=fuselage externe,3=voilure + fuselage interne,4=fuselage intérieur

et extérieur,5=fuselage interne)
} : Emplacement du train principal (1=voilure,2=fuselage,3=train+fuselage)
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Nom year MW MW C MW CC MW CP F MW BA MW BF d̃ (%) MMO
de l’avion - (kg) (kg) (kg) (kg) (kg) (kg) Emp/Cas /Ext

CITATION 1 NaN 446 249 60 189 129 24 53 /79.8/53.3 0.7
SN-601-CORVE NaN 627 NaN NaN NaN NaN NaN 38.8 /47.9/47.7 0.77
FALCON 10 NaN 848 599 151 448 93 116 60.1 /55.2/40 0.88
HS 125-3 B NaN 815 524 NaN NaN 34 126 79.8 /72.5/44.9 0.77
NORD 262-20 NaN 1197 NaN NaN NaN NaN NaN 33.6 /35.3/34.2 0.36
HS 125-600 B NaN 967 653 573 80 36 140 53.5 /59.8/40.4 0.78
FALCON 20 NaN 1495 1072 218 854 115 178 47 /49.2/48 0.85
ATR-42-200 NaN 1568 NaN NaN NaN NaN NaN 43.9 /43.9/47.9 0.55
FALCON 50-B NaN 1881 1369 280 1089 196 240 48.8 /55.4/42.6 0.85
FOKKER-27 NaN 2004 1396 699 697 122 290 58 /53.8/53.6 0.45
FALCON 900 NaN 1902 NaN 310 NaN NaN NaN 71.3 /62.9/59.4 0.85
VFW-614-G6 NaN 2298 NaN NaN NaN NaN NaN 38.6 /38.6/38.8 0.65
FOKKER-28 NaN 3232 1740 456 1284 176 473 68.3 /63 /56.1 0.75
DC 9-10 1965 4279 NaN NaN NaN NaN NaN 46.2 /46 /45.4 0.84
B 737-100 1967 4521 NaN NaN NaN NaN NaN 37.7 /51.4/41.6 0.84
B 737-200 1967 5038 NaN NaN NaN NaN NaN 37.9 /52.7/39.8 0.84
DC 9-30 1967 5261 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN 0.84
CARAVELLE-6R NaN 6592 NaN NaN NaN NaN NaN 35.8 /37.5/37.9 0.77
DC 9-40 1968 5186 NaN NaN NaN NaN NaN 45 /44.9/51.5 0.84
TRIDENT 1 NaN 5550 3589 768 2821 636 842 43.3 /49.6/36.5 0.88
MERCURE IT NaN 6401 4111 725 3386 856 1165 43.3 /45.8/32.1 0.85
DC 9-50 1975 5444 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN 0.84
CARAVELLE 12 NaN 7258 NaN NaN NaN NaN NaN 30.2 /34 /37.9 0.77
A319-100 1995 8732 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN 0.82
B 727-100 1964 8051 4907 1195 3712 812 2157 45.4 /48.3/31.1 0.9
A320-200 1988 8766 NaN NaN NaN NaN NaN 45.9 /52.6/26.7 0.82
A320-100 1988 8622 NaN NaN NaN NaN NaN 45.9 /52.6/26.7 0.82
B 727-200 1965 8956 NaN NaN NaN NaN NaN 46.6 /46.7/30.8 0.9
A321-100 1996 9975 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN 0.82
A321-200 1997 10026 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN 0.82
DC 8-20 1968 14636 10021 NaN NaN 1048 2157 46.3 /46 /43.7 0.88
A310-200 1983 18496 NaN NaN NaN NaN NaN 37.6 /46.1/24.8 0.84
B 707-328 1962 13018 9843 NaN NaN 1099 1568 65.2 /35.8/44.9 0.9
A310-300 1985 18660 NaN NaN NaN NaN NaN 39.4 /48.6/32.1 0.84
A300 B4 1975 21299 NaN NaN NaN NaN NaN 42.6 /47 /36.4 0.82
DC 8-63 1968 17259 NaN NaN NaN NaN NaN 46.3 /46 /43.1 0.88
A300-600 1984 20871 NaN NaN NaN NaN NaN 41.5 /46.4/37 0.82
A300-600R 1988 21193 NaN NaN NaN NaN NaN 41.5 /46.4/37 NaN
CONCORDE 1975 15488 NaN NaN NaN NaN NaN 88.4 /82.2/17.2 2.04
L-1011 TRIST 1971 21433 NaN NaN NaN NaN NaN 56.9 /57.6/51.3 0.9
DC 10-10 1971 22328 NaN NaN NaN NaN NaN 45.5 /47.7/43 0.85
A330-300 1993 34900 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN 0.86
B 777-200 1995 34125 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN NaN
DC 10-30 1973 26634 NaN NaN NaN NaN NaN 46.1 /49 /46.9 0.88
A340-300 1993 35500 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN 0.86
B 747-100 1970 40450 NaN NaN NaN NaN NaN 41 /49.7/44.9 0.92
A340-600 2002 50165 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN NaN
B 747-400 1989 44632 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN 0.92
A380 2006 94700 NaN NaN NaN NaN NaN NaN/NaN/NaN 0.89

BREGUET 941 NaN 1875 1116 206 910 127 531 30 /30 /29.6 0.42
BR. ATLANTIC NaN 4266 2942 NaN NaN 214 916 48.3 /48 /48 0.7
TRANSALL NaN 5606 3921 NaN NaN NaN NaN 42 /42 /42.1 0.64
TRANSALLC160 NaN 6045 NaN NaN NaN NaN NaN 42.3 /57.7/42.1 0.64
BOEING C-135 NaN 10859 8200 1107 7093 NaN NaN 61.6 /31.3/55.1 0.9
C-141 1965 17019 11027 2280 3085 NaN NaN 52 /52.1/52.2 0.83
B 52 H NaN 20697 15744 1344 13924 NaN NaN 38.7 /39.5/48.9 0.95
C-5A GALAXY 1970 36388 NaN NaN NaN NaN NaN 71.6 /70.5/49 0.78

ALPHAJET-APP NaN 447 280 NaN NaN NaN NaN 38 /41.3/38 0.86
MIRAGE G NaN 1020 NaN NaN NaN NaN NaN 23.9 /40.2/40 2.2
MIRAGE 2000B NaN 1156 762 NaN 726 220 106 80.8 /72.5/0.1 2.2
MIRAGE 2000N NaN 1151 755 NaN 720 221 106 80.8 /72.5/0.1 2.2
BUCCANEER 2B NaN 2708 1888 NaN NaN 76 121 53.2 /60.8/63.1 1.03
TORNADO GR 1 NaN 1994 NaN NaN NaN NaN NaN 64.6 /62.5/59.2 1.93
MIRAGE IV-A NaN 2511 NaN NaN NaN NaN NaN 70.4 /55.9/0.1 2.1
T.S.R.2 NaN 2560 2108 NaN NaN 197 193 63.5 /60.5/53.1 2.25

PHANTOM F4B NaN 1980 NaN NaN NaN NaN NaN 22.3 /23.7/15.5 2.1

HUNTER F MK1 NaN 1219 782 0 782 275 58 68.9 /65.3/55.7 1
NORTHROP F5A NaN 430 245 NaN NaN NaN NaN 40.9 /41.1/40.6 1.4
MIRAGE III-C NaN 1078 718 NaN NaN 143 143 61 /85 /11.1 2.1
HARRIER GR 1 NaN 564 430 NaN NaN 0 37 75.2 /63.9/23.4 1.2
MIRAGE III-E NaN 1145 735 NaN 692 194 143 63.3 /56.1/1 2.2
MIRAGE F1-C NaN 1096 855 NaN 839 73 162 42.3 /51.8/27.1 2.2
JAGUAR A NaN 891 598 NaN NaN 95 134 36.2 /42.8/26.5 1.35
LIGHTNING M1 NaN 2245 1509 0 1509 109 152 63.8 /59.5/56.3 1.7
MIRAGE 2000C NaN 1156 762 NaN 726 220 106 80.8 /72.5/0.1 2.2
F 16 A NaN 805 NaN NaN NaN NaN NaN 59.8 /59.8/60.2 2.2
RAFALE - A NaN 1406 1031 NaN 1011 174 132 68.9 /69.2/40.7 2

SUP.ETENDARD NaN 1348 876 183 689 130 210 37.2 /40.1/50.6 1.3
SCIMITAR MK1 NaN 1995 1290 NaN NaN NaN NaN 68.6 /63.3/52.9 1.3
F 18 A NaN 1533 NaN NaN NaN NaN NaN 50 /48.6/50 2

CESSNA T-37 NaN 257 135 0 135 NaN NaN 60 /60.7/60.6 0.64
GNAT T MK 1 NaN 414 275 0 275 0 NaN 58 /55.5/52.3 1.2
HAWK T MK 1 NaN 554 307 246 61 0 50 34.9 /35.3/37.8 0.9
ALPHAJET-ECO NaN 450 281 NaN NaN 80 51 38 /41.3/38 0.86
JAGUAR E NaN 892 601 NaN NaN 96 136 36.2 /42.8/26.5 1.7

d̃ : Profondeur du caisson travaillant rapporté à la corde locale %
MMO : Maximum Mach Operating
MW : Masse de la voilure MW = MW BA + MW BF + MW caisson + Mreste. Avec Mreste la masse des

aérofreins et déporteur de caisson, de la liaison train-voilure, de la trappe de train, des parties secondaires
fixes, du blindage contre endommagement et des particularités.

kg

MW BA : Masse des Bords d’Attaque de la voilure kg

MW BF : Masse des Bords de Fuite de la voilure kg

MW C : Masse du caisson travaillant voilure kg

MW CC : Masse du caisson central kg

MW CPF : Masse du caisson en porte à faux kg

year : Année de mise en service
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Nom S b λ ε ϕ25 (
�
) Γ er (%) C (m) VD

de l’avion (m2) (m) av/ap Cas. (
�
) Emp/ Cas/ Ext Emp/ Cas/ Ext (m/s)

CITATION 1 24 14.4 8.53 0.42 2/ 2 4 13.7/ 19.3/ 11.4 2.5/ 1.2/ 1.1 174
SN-601-CORVE 22 12.8 7.45 0.39 15/ 20 3 13.6/ 12.9/ 11.9 2.8/ 1.9/ 1.1 202
FALCON 10 24 13.1 7.11 0.32 30/ 27 3 12.2/ 11.1/ 8.6 2.8/ 1.9/ 0.9 221
HS 125-3 B 33 14.3 6.25 0.32 20/ 20 4 13.9/ 12.2/ 8.4 3.3/ 2.2/ 1.1 190
NORD 262-20 55 21.9 8.72 0.57 0/ 0 3 15.5/ 14.9/ 11.7 3.2/ 2.6/ 1.8 138
HS 125-600 B 33 14.3 6.25 0.32 20/ 20 2 14/ 18.8/ 9.6 3.3/ 2.3/ 1 190
FALCON 20 42 15.4 5.67 0.34 30/ 30 2 10.5/ 10.1/ 8 3.7/ 3.2/ 1.3 249
ATR-42-200 55 24.6 11.08 0.55 0/ 1 2 18.3/ 18.3/ 12.9 2.6/ 2.6/ 1.4 NaN
FALCON 50-B 46 18.9 7.73 0.27 29/ 25 1 13.5/ 9.2/ 8.8 4.1/ 2.5/ 1.1 221
FOKKER-27 70 29 12.01 0.41 2/ 2 3 21.4/ 20/ 13.2 3.5/ 2.6/ 1.4 139
FALCON 900 49 19.3 7.66 0.3 29/ 25 1 13.5/ 9.2/ 9 4.1/ 2.5/ 1.2 221
VFW-614-G6 64 21.5 7.22 0.43 15/ 15 3 15/ 14.1/ 11.8 3.9/ 2.9/ 1.7 170
FOKKER-28 76 23.6 7.28 0.34 22/ 17 3 12.8/ 14/ 10.2 4.6/ 3.4/ 1.6 201
DC 9-10 89 27.3 8.36 0.26 24/ 24 3 13.2/ 11.4/ 9.5 4.7/ 3.9/ 1.2 221
B 737-100 100 28.4 8.07 0.26 30/ 25 6 15/ 10.7/ 8.4 6/ 3.7/ 1.5 216
B 737-200 101 28.3 7.99 0.27 28/ 25 6 15.1/ 10.8/ 8 6/ 3.6/ 1.6 216
DC 9-30 93 28.5 8.72 0.21 24/ 24 NaN 11.6/NaN/11.6 4.9/NaN/ 1 NaN
CARAVELLE-6R 147 33.7 7.72 0.38 20/ 20 3 11.6/ 11.6/ 11.6 6/ 4.3/ 2.2 191
DC 9-40 93 28.5 8.74 0.22 24/ 24 3 12.6/ 10/ 9.5 4.9/ 2.8/ 1.1 219
TRIDENT 1 126 27.4 5.95 0.27 31/ 35 4 10/ 9.9/ 10 7.3/ 4.5/ 2 229
MERCURE IT 116 30.3 7.91 0.29 28/ 25 5 12.4/ 9/ 9.3 6/ 4/ 1.7 231
DC 9-50 93 28.5 8.72 0.21 24/ 24 NaN 11.6/NaN/11.6 5/NaN/ 1 NaN
CARAVELLE 12 147 33.7 7.7 0.32 33/ 19 2 9.8/ 11.2/ 11.6 7.1/ 5.7/ 2.2 195
A319-100 123 34.1 9.48 0.24 25/ 25 NaN NaN/NaN/NaN 6.2/NaN/ 1.5 NaN
B 727-100 163 32.9 6.65 0.3 34/ 33 3 13/ 11/ 9 7.7/ 4.9/ 2.3 252
A320-200 123 33.9 9.38 0.25 21/ 25 NaN 21/ 12.6/ 21.3 6.1/ 3.8/ 1.5 196
A320-100 122 33.9 9.4 0.25 21/ 25 5 21/ 12.6/ 21.3 6.1/ 3.8/ 1.5 196
B 727-200 163 32.9 6.65 0.31 34/ 33 3 11/ 11/ 11 7.5/ 5.1/ 2.3 NaN
A321-100 123 34.1 9.48 NaN 25/ NaN NaN NaN/NaN/NaN 6.3/ 4/NaN NaN
A321-200 122 34.9 9.96 NaN 25/ NaN NaN NaN/NaN/NaN 6.3/ 4/NaN NaN
DC 8-20 258 43.4 7.31 0.24 24/ 30 7 11.3/ 9.6/ 10 9.5/ 5.8/ 2.3 211
A310-200 219 43.9 8.8 0.26 23/ 28 4 16.5/ 12.2/ 11.7 8.5/ 5/ 2.2 213
B 707-328 269 43.4 7.01 0.39 31/ 34 7 15.2/ 8.4/ 8.3 8.9/ 4.9/ 3.5 219
A310-300 219 44 8.84 0.26 24/ 28 4 17.1/ 12.3/ 16.5 8.4/ 4.9/ 2.2 216
A300 B4 260 44.8 7.73 0.31 23/ 30 5 10.5/ 10.4/ 9.9 9.4/ 5.8/ 2.9 208
DC 8-63 278 45.2 7.34 0.21 31/ 31 7 11.3/ 9.6/ 9.8 9.5/ 5.8/ 2 214
A300-600 260 45.2 7.86 0.29 26/ 30 5 12.7/ 9.3/ 11.8 9.4/ 5.6/ 2.7 203
A300-600R 260 44.8 7.73 0.29 28/ 28 5 12.7/ 9.3/ 11.8 9.4/ 5.6/ 2.7 NaN
CONCORDE 358 25.6 1.82 0.09 59/ 59 NaN 3.4/ 3.1/ 3.4 30.6/ 16/ 2.9 293
L-1011 TRIST 348 47.3 6.45 0.3 32/ 35 5 17/ 11.7/ 11.2 10.5/ 7.6/ 3.1 224
DC 10-10 353 47.4 6.36 0.27 31/ 35 5 12.8/ 9.2/ 8.4 11.8/ 7.7/ 3.2 216
A330-300 362 60.3 10.06 NaN NaN/ 30 NaN NaN/NaN/NaN NaN/NaN/NaN NaN
B 777-200 428 62.9 9.25 0.15 38/ NaN NaN 14.5/ 11.1/ 10.4 13.6/ 8.6/ 2.1 NaN
DC 10-30 362 50.4 7.02 0.23 31/ 35 6 12.8/ 9.7/ 8.8 11.8/ 7.7/ 2.7 216
A340-300 362 60.3 10.06 NaN NaN/ 30 NaN NaN/NaN/NaN NaN/NaN/NaN NaN
B 747-100 535 59.6 6.65 0.27 41/ 38 7 20.3/ 7.9/ 8.1 14.6/ 8.9/ 4 224
A340-600 437 61.2 8.56 0.21 31/ NaN NaN NaN/NaN/NaN 12.6/ 9/ 2.7 NaN
B 747-400 525 62.3 7.39 0.28 38/ NaN NaN NaN/NaN/NaN 14/NaN/ 3.9 NaN
A380 845 79.8 7.54 0.21 34/ NaN NaN NaN/NaN/NaN 17.7/NaN/ 3.8 NaN

BREGUET 941 84 23.4 6.54 0.54 NaN/ NaN 4 17/ 16/ 16 4.5/ 3.4/ 2.4 145
BR. ATLANTIC 120 36.3 10.95 0.4 4/ 4 2 18.5/ 16.3/ 13.7 4.6/ 3.8/ 1.8 195
TRANSALL 160 40 10 0.5 0/ 3 6 18/ 18/ 14 4.8/ 4.8/ 2.4 165
TRANSALLC160 160 40 9.99 0.5 1/ 1 6 18.1/ 24.7/ 14 4.8/ 3.5/ 2.4 165
BOEING C-135 226 39.8 7.01 0.35 34/ 34 7 16.7/ 10/ 9.5 8.3/ 5.6/ 2.9 180
C-141 300 49 8 0.36 22/ 24 5 12.9/ 11/ 10.1 9.3/ 6.1/ 3.4 211
B 52 H 372 56.4 8.56 0.4 35/ 35 4 16/ 9.7/ 8.1 9.1/ 7.3/ 3.6 265
C-5A GALAXY 595 67.9 7.74 0.38 26/ 25 -5 12/ 11.5/ 10.9 12.4/ 8.5/ 4.7 180

ALPHAJET-APP 18 9.1 4.73 0.44 29/ 26 -7 10.1/ 10.8/ 8.3 2.8/ 2.1/ 1.2 NaN
MIRAGE G 33 13 5.2 0.29 64/ 13 NaN 10.9/ 10.9/ 10.4 4/ 2.3/ 1.2 412
MIRAGE 2000B 41 9.1 2.03 0.12 51/ 51 -5 5.8/ 4.8/ 10 7.2/ 4.3/ 0.8 NaN
MIRAGE 2000N 41 9.1 2.03 0.12 51/ 51 -5 5.8/ 4.8/ 10 7.2/ 4.3/ 0.8 NaN
BUCCANEER 2B 48 13.4 3.77 0.55 38/ 31 0 8.6/ 7.6/ 6.1 4.4/ 3.4/ 2.4 340
TORNADO GR 1 27 13.9 7.11 0.58 22/ 22 4 16.8/ 10.9/ 9.2 2.3/ 1.8/ 1.3 412
MIRAGE IV-A 78 11.8 1.8 0.21 52/ 52 NaN 3.8/ 3.7/ 3.4 9.4/ 6/ 2 376
T.S.R.2 65 11.3 1.96 0.16 51/ 51 0 4.2/ 4.8/ 5.4 8.3/ 2.9/ 1.3 412

PHANTOM F4B 49 11.8 2.81 0.26 41/ 41 0 5.2/ 5/ 5.4 5.6/ 4.6/ 1.5 412

HUNTER F MK1 32 10.3 3.33 0.45 40/ 40 1 8.4/ 8.3/ 8.5 3.9/ 3/ 1.8 319
NORTHROP F5A 16 7.9 3.91 0.25 64/ 24 0 5/ 5.1/ 5.8 2.8/ 1.8/ 0.7 419
MIRAGE III-C 35 8.2 1.94 0.07 54/ 54 -4 4.5/ 4/ 3.6 6.7/ 4/ 0.5 376
HARRIER GR 1 19 7.7 3.16 0.41 34/ 34 14 10/ 8/ 3.1 3.1/ 2.6/ 1.3 387
MIRAGE III-E 35 8.2 1.94 0.07 54/ 54 -4 4.5/ 0.4/ 3 6.7/ 4.6/ 0.5 386
MIRAGE F1-C 25 8.4 2.84 0.35 41/ 45 -5 4.4/ 3.9/ 3.1 4/ 3.1/ 1.4 412
JAGUAR A 24 8.5 3 0.28 37/ 41 -3 5.5/ 5.1/ 5 4/ 2.7/ 1.1 373
LIGHTNING M1 43 8.8 1.83 0.77 58/ 58 3 4.9/ 4.9/ 2.2 5.9/ 4.5/ 4.5 360
MIRAGE 2000C 41 9.1 2.03 0.12 51/ 51 -5 5.8/ 4.8/ 10 7.2/ 4.3/ 0.8 NaN
F 16 A 28 9.5 3.2 0.29 33/ 33 0 4.1/ 4/ 4.4 3.9/ 2.8/ 1.1 412
RAFALE - A 47 11.2 2.68 0.26 47/ 37 -4 4.2/ 4/ 4 7/ 5/ 1.8 NaN

SUP.ETENDARD 28 9.6 3.25 0.5 45/ 45 -2 5.6/ 5.2/ 5.1 3.9/ 2.9/ 2 334
SCIMITAR MK1 45 11.3 2.84 0.45 45/ 45 0 7/ 6.9/ 0 5/ 3.9/ 2.3 374
F 18 A 37 11.4 3.52 0.42 19/ 19 3 5/ 3.5/ 3.6 4/ 2.9/ 1.7 376

CESSNA T-37 17 10.3 6.21 0.69 0/ 0 3 18.5/ 16.1/ 11.7 2/ 1.7/ 1.4 190
GNAT T MK 1 16 7.3 3.3 0.54 40/ 40 5 6.9/ 5.7/ 6.7 2.8/ 2.1/ 1.5 324
HAWK T MK 1 17 9.4 5.28 0.38 21/ 21 2 10.9/ 10.3/ 8.9 2.4/ 1.4/ 0.9 283
ALPHAJET-ECO 18 9.1 4.73 0.44 29/ 26 -7 10.1/ 10.8/ 8.3 2.8/ 2.1/ 1.2 309
JAGUAR E 24 8.5 3 0.28 37/ 41 -3 5.5/ 5.1/ 5 4/ 2.7/ 1.1 373

b : Envergure m
C : Corde géométrique (Emp. = à l’emplanture, Cas. = à la cassure, Ext. = à l’extrémité) (m)

d̃ : Profondeur du caisson travaillant rapporté à la corde locale %

er : Épaisseur relative du profil (Emp. = emplanture, Cas. = cassure, Ext. = extrémité) %

S : Surface voilure m2

VD : Design dive speed FAR 25.335 m/s

λ : Allongement voilure λ = b2

S

ε : Effilement, le rapport des cordes à l’extrémité et à l’emplanture ε =
Cext
Cemp

ϕ25 : Flèche voilure à 25% de corde
�

Γ : Dièdre de la voilure
�
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Deuxième partie

Élaboration de notre modèle
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Chapitre 3

Méthode de travail

L’objectif de cette étude sur la masse voilure est de développer un modèle à la fois :

– analytique, c’est-à-dire que les paramètres influents sont explicites ce qui permet
une approche plus physique que l’approche numérique,

– simple, pour que le modèle ait une taille raisonnable afin de faciliter sa mise en
œuvre,

– et pertinent pour que, malgré sa simplicité, le modèle ait une bonne précision, ce
qui lui confère un bon rapport précision sur coût.

La présentation de la méthode, que nous avons adoptée pour développer un tel modèle,
fait l’objet de ce chapitre. Elle a pour but de donner une vue d’ensemble sur le principe
d’élaboration de notre modèle. Nous exposerons d’abord la modélisation de la voilure
que nous avons choisie avec une approche physique utilisant, dans la mesure du possible,
les résultats de la résistance des matériaux. Ensuite, nous répertorierons et expliciterons
les ajustements nécessaires à l’élaboration de notre modèle.

Une fois la méthode de travail explicitée, nous pourrons, dans les chapitres suivants,
présenter à proprement parler notre modèle voilure.

3.1 Modélisation de la voilure

La masse de la voilure MW est la somme des masses des structures primaire MW SP

et secondaire MW SS.

MW = MW SP + MW SS

– La structure primaire reprend les efforts appliqués à la voilure,
– La structure secondaire comprend tous les dispositifs hypersustentateurs, l’hydrau-

lique, les vérins . . .

La masse de la structure secondaire sera évaluée statistiquement, la masse de la
structure primaire sera, dans la mesure du possible, estimée analytiquement selon les lois
de la Résistance Des Matériaux (RDM).
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Fig. 3.1 – Structure primaire (qui reprend les efforts) et structure secondaire (dispositifs hy-

persustentateurs. . . ) de l’aile.

3.1.1 Modélisation de la structure primaire

Notion de caisson équivalent

La structure primaire est composée de longeron(s) ayant des semelles et une âme,
d’un revêtement et de nervures. Le caisson central, partie de voilure dans le fuselage, en
fait également partie. Les autres éléments tels que les fixations de train, du mâts moteur,
les éléments assurant l’étanchéité des réservoirs de carburant, sont aussi comptabilisé
dans la masse de structure primaire.

En pratique, ces éléments ne sont pas toujours distincts physiquement. En cas de
sollicitation de la voilure, tous les éléments de la structure primaire reprendront les efforts,
mais l’un d’entre eux de manière privilégiée. Nous séparons les effets en considérant que
chaque élément a une fonction qui lui est propre, celle de reprendre un certain type de
sollicitation. Par exemple, les moments de flexion seront essentiellement repris par ce
qui pourrait être apparenté aux semelles d’un longeron équivalent (Figure 3.2, p. 39), les
efforts tranchants de cisaillement par l’âme du longeron, et les moments de torsion par
le revêtement. Les résultats de la mécanique des structures montrent que cette démarche
est licite.

– Les semelles des longerons reprennent les moments de flexion.

– Les âmes des longerons supportent les efforts tranchants.

– Le revêtement assume l’essentiel des moments de torsion.

– Les nervures servent au cloisonnement en regard du flambage, au maintien de la
forme (pour que la forme des profils aérodynamiques ne se modifie pas sous la
contrainte). Elles sont également présentes à chaque introduction d’efforts locaux
(par exemple, la nervure forte à l’endroit de l’attache du moteur), ou encore à
l’endroit où le caisson travaillant présente une ouverture (par exemple, à l’attache
du train d’atterrissage).

– Le caisson central reçoit les efforts de chacune des ailes et les transmet au fuselage

38 30 juin 2007



3.1 Modélisation de la voilure SupAéro-Onéra
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Modélisation

Caisson réel

Fig. 3.2 – Vue en coupe de la modélisation du caisson travaillant réel par un ensemble de

systèmes dimensionnés indépendamment, à savoir : un revêtement (dimensionné en torsion) et

un longeron (semelles dimensionné en flexion + âme dimensionné en cisaillement).

par l’intermédiaire des cadres forts.
– Les autres éléments (fixation train, fixation mât, étanchéité carburant) reprennent

les efforts qui leur sont propres.

D’autre part, les différentes sollicitations extrêmes qui dimensionnent la voilure, ne se font
pas en même temps. Par exemple, pour le dimensionnement en flexion, on retiendra le
cas d’une ressource symétrique sous facteur de charge extrême, alors que pour la torsion,
c’est le cas du braquage des gouvernes de roulis qui ce fait à un facteur de charge de
deux tiers du facteur de charge limite. La flexion extrême ne se fait pas en même temps
que la torsion extrême. Nous étudierons séparément chaque cas de sollicitation extrême.
La structure primaire de la voilure sera assimilée à l’ensemble de ces éléments équivalents
répondant chacun à des critères de dimensionnement différents.

Les masses des semelles MW sem, des âmes MW âme, du revêtement MW rev et du cais-
son central MW cc, sont exprimées analytiquement. La masse des nervures MW ner, est
estimées de manière physico-statistique. La masse des autres éléments MW autre est es-
timée statistiquement.

MW SP = MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW cc + MW autre
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Remarque 3.1 Dans notre étude, nous appelons “revêtement” la peau et les raidis-
seurs (tôle d’épaisseur équivalente e) du caisson travaillant uniquement. La tôle recou-
vrant la structure secondaire (bord de fuite et d’attaque) n’est pas prise en compte
ici et sera comptée ultérieurement avec la structure secondaire. Le dimensionnement
de cette dernière répond à d’autres critères que le revêtement du caisson travaillant.
Cette démarche nous permet de bien séparer les problèmes.

Remarque 3.2 L’âme du longeron doit en réalité être calculée au cisaillement, puis à
la torsion. Dans la décomposition que nous avons choisie d’adopter, ce qui reprend le
cisaillement est notre système “âme”, et ce qui reprend la torsion est repris par notre
système “revêtement”. En pratique, les côtés latéraux de notre système “revêtement”
sont compris dans l’âme du longeron. L’épaisseur de l’âme réelle sera la somme des deux
épaisseurs de nos systèmes “âme” et “revêtement”. C’est le principe de superposition.

Pour chacun des éléments composant la structure primaire, le cas de sollicitation
dimensionnant, en regard de la norme FAR 25 en vigueur, sera d’abord déterminé. Puis,
la géométrie de l’élément sera choisi afin de satisfaire strictement ce critère de norme :
l’élément permettra la certification de l’avion tout en étant le plus petit possible, soit de
masse minimale. Enfin, connaissant la géométrie de cet élément, sa masse sera déterminée.

Le rebouclage en torsion n’est pas nécessaire

Nous avons modélisé le caisson par un ensemble de systèmes indépendants (revêtement,
semelles, longerons). Mais en réalité, ces systèmes ne se distinguent pas aussi clairement
sur les structures primaires actuelles. C’est un caisson reprenant des efforts combinés.
Afin d’approcher le plus possible la réalité, nous nous efforcerons de suivre les différentes
étapes suivantes.

Dimensionnement en Flexion et en cisaillement : Les semelles (Section 4.1, p. 45)

sont dimensionnées en flexion (épaisseur ef ) et l’âme (Section 4.2, p. 80) est di-
mensionnée en cisaillement (épaisseur ec). Ce qui définit les épaisseurs du caisson
équivalent.

Position du centre de torsion : à l’aide de ces épaisseurs ef et ec, nous estimons la
position du centre de torsion et de gravité du caisson par le modèle Cercueil (Section

E, p. 239).

Dimensionnement en Torsion : Une fois la position du centre de torsion connu, nous
dimensionnons en torsion (Section 4.3, p. 84) le revêtement ce qui définit l’épaisseur
de torsion et.

Rebouclage : Si l’épaisseur de torsion et est très inférieure à celles de flexion ef et de
cisaillement ec, alors, le fait de dimensionner en flexion et cisaillement dimensionne
implicitement en torsion. Dans le cas contraire, il faut tenir compte de l’épaisseur
de revêtement dimensionné en torsion car elle change la position du centre de tor-
sion. Cette position doit être recalculée et le dimensionnement en torsion doit être
en conséquence refait aussi.
Nous verrons qu’en fait, étant donné l’ordre de grandeur de l’épaisseur de revêtement
nécessaire pour supporter la torsion, un tel rebouclage n’est pas nécessaire (Section

4.3, p. 84).
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3.1.2 Modélisation de la structure secondaire

La structure secondaire est composée de tous les dispositifs hypersustentateurs (becs
et volets), et des systèmes, de vérins, de l’hydraulique, . . . Sa masse sera estimée statis-
tiquement.

MW SS = MW becs + MW volets + MW systèmes

Plusieurs tentatives de modélisation de la structure secondaires ont été entreprises et sont
répertoriées à titre indicatif en annexe (Appendix D, p. 217). La modélisation finalement
retenue (Section 5, p. 131) est sous la forme d’une proportion de la surface voilure à la
puissance n.

MW SS = K Sn

Où les coefficients K et n seront déterminés par identification par la méthode des
moindres carrés, sur des données expérimentales.

3.2 Ordre des ajustements de notre modèle

Notre modèle de masse voilure est essentiellement basé sur les résultats de la résistance
des matériaux, mais comporte néanmoins une part de statistique qu’il nous faut ajuster
judicieusement. L’objet de cette section est d’exposer la démarche que nous avons suivie
pour ajuster les parties statistiques de notre modèle voilure.

La part de statistique de notre modèle voilure se retrouve par exemple dans le modèle
de masse de structure secondaire MW SS = K Sn (Section 5, p. 131) qui comporte deux
coefficients K et n à ajuster.

Pour la structure primaire, elle est déterminée analytiquement à l’aide de la théorie des
poutres. Mais l’application de cette théorie au voisinage de l’emplanture est critiquable.
Le fait que le flux d’efforts passent davantage vers l’arrière de l’emplanture que vers
l’avant induit-il une augmentation de masse MW I par rapport à notre modélisation ?

MW SP = MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW cc + (MW I) ?

Afin de le déterminer, nous avons envisagé une modélisation physico-statistique de cette
zone appelée “triangle d’emplanture” (Section 4.6, p. 124). Il nous faut donc également
ajuster cette part statistique du triangle d’emplanture à travers le coefficient kI du
modèle de gain de masse à l’emplanture MW I. Nous verrons qu’en fait, cette modélisation
n’est pas nécessaire, la modélisation de type poutre suffit (MW I = 0).

Par ailleurs, nous verrons que les voilures des avions Airbus se distinguent des autres
avions, probablement à cause de choix de conception différents (Section 6, p. 139), et nous
proposerons un ajustement propre à ces avions qu’il nous faudra également mettre au
point.

Voici l’ordre des différents ajustements statistiques de notre modèle voilure :

La structure secondaire des gros avions civils : À partir de données expérimentales
de masse de structure secondaire MW SS de gros avions civils (D’après des données
précises dont nous disposons mais qui ne peuvent être publiées dans ce rapport),
ont été identifié les coefficients K et n du modèle de masse de structure secon-
daire MW SS = K Sn. Ce premier ajustement, nous permet d’obtenir un modèle de
structure secondaire adapté aux gros avions civils (Figure 5.3, p. 133).
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Le triangle d’emplanture : Avec le modèle de structure secondaire MW SS précédem-
ment développé, il ne nous manque que la valeur du coefficient de triangle d’em-
planture kI (Section 4.6, p. 124) pour mettre en œuvre notre modèle de masse
voilure MW = MW SP + MW SS. Ce coefficient kI est identifié sur des données de la
masse totale de la voilure afin de minimiser l’erreur relative moyenne d’estimation
de notre modèle voilure. Les Airbus ayant une masse voilure atypique comme nous
le verrons par la suite, nous avons identifié ce coefficient à partir des données de
masse voilure des avions Boeing et Mc Donnell Douglas. Il est ainsi apparu que ce
coefficient était nul kI = 0. Ainsi, notre modèle physique de la structure primaire
n’a pas besoin d’ajustement tel que le triangle d’emplanture.

La structure secondaire des petits avions civils (de masse MMTOW < 20 t) : Ne
disposant pas de données de masse de structure secondaire de petits avions, nous ne
pouvons pas identifier un modèle de structure secondaire MW SS = KSn tel que nous
l’avions fait pour les gros avions civils. Nous disposons uniquement des données de
masse voilure complete de ces petits avions. Sachant que le triangle d’emplanture
est nul, notre modèle de structure primaire est complet et entièrement basé sur
de la physique (par les résultats de la Résistance Des Matériaux). Par conséquent,
nous pouvons nous attendre à ce que la masse de structure secondaire des petits
avions soit de l’ordre de grandeur de la différence entre la donnée de masse voilure
MW données et la masse de structure primaire MW SPnotre modèle calculée par notre
modèle. Pour identifier les coefficients K et n, nous avons donc cherché à minimiser
l’erreur relative moyenne d’estimation entre le modèle MW SS = K Sn et la masse de
structure secondaire MW SS = MW données−MW SPnotre modèle. Deux familles d’avions
se sont différenciées (Figure 5.5, p. 135) : les avions à hélice, et les avions équipés de
réacteurs. Les avions à hélice ont une structure secondaire plus faible. Une justifica-
tion (Remarque 5.2, p. 136) liée à la différence de charge alaire pourrait être avancée
pour tenter d’expliquer ce phénomène. Pour tenir compte de ce phénomène, un
facteur khélice a été rajouté au modèle de structure secondaire, dont la valeur a été
identifiés sur les données d’avions à hélice. Bien évidemment, ce coefficient vaut 1
si l’avion est à réaction. MW SS = khélice K Sn

Ainsi a été obtenu un modèle de masse de structure secondaire (Table 5.1, p. 137),
également adapté aux petits avions civils.

Recalage Airbus : Pour les Airbus, leur masse voilure réelle est plus lourde que ne
l’estime notre modèle. Cette différence par rapport aux autres avions (Boeing, Mc-
Donnell Douglas), est probablement dû à une différence de conception du caisson
travaillant. C’est pourquoi nous proposons un recalage de notre modèle pour ces
avions, c’est un “ajustement culturel” qui pondère la masse de structure primaire
(Section 6, p. 139). Par ailleurs, l’erreur relative d’estimation des masses voilure des
avions Airbus décrôıt lorsque l’année de mise en service de l’avion crôıt. L’avance-
ment technologique étant probablement le principal responsable de cette tendance,
nous proposons un autre recalage de notre modèle par une loi inspirée de celle
proposée par G.Ville : c’est “l’ajustement historique” (Section 6, p. 139).

C’est la méthode d’élaboration du modèle voilure que nous proposons au final (Section

IV, p. 165). D’autres tentatives de modélisations ont été testés et sont mises en annexe
(Appendix D, p. 217).
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contrainte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 115

4.4 Nervures . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

4.4.1 Masse de la ième nervure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

Nervures épousant la forme du profil : . . . . . . . . . . . . . 117

Nervures épousant le caisson travaillant : . . . . . . . . . . . 120

Masse de la nervure i : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.4.2 Masse des nervures : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120

4.5 Caisson central . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

4.6 Triangle d’emplanture (physico-statistique) . . . . . . . . . . 124

4.7 Autre : fixation train, fixation mâts, étanchéité carburant . 128
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4.1 Semelles des longerons dimensionnées en flexion SupAéro-Onéra

4.1 Semelles des longerons dimensionnées en flexion

Dans cette section, la masse des semelles du longeron sera calculée analytiquement
à l’aide des résultats de Résistance Des Matériaux. Ces semelles seront dimensionnées
en flexion selon un critère de contrainte maximale admissible σmax ou selon un critère
de déformation de l’aile. Cette étude s’applique aux ailes trapézöıdales, avec flèche, à
répartition de portance elliptique (vrillage voilure adéquat).

Le critère de contrainte sera abordé en premier. Il consiste à dimensionner les semelles
de manière à ce qu’elles puissent supporter les moments de flexion que la voilure est
susceptible de subir, avec une marge par rapport à la rupture (selon la norme FAR
25). Pour réaliser ce dimensionnement en contrainte, les exigences de la norme FAR 25
seront explicités, le critère de contrainte sera exposé, les contraintes des semelles seront
calculées, ce qui permettra de déterminer la loi d’évolution des surfaces semelles le long
de l’aile, et par conséquent de déterminer la masse des semelles. Le modèle obtenu sera
alors confronté au modèle de Jan Raška : cas particulier d’une aile rectangulaire sans
flèche. Un modèle analytique de masse des semelles dimensionnées en contrainte sera
ainsi obtenu (Table 4.4, p. 68).

Le dimensionnement selon le critère de déformation sera ensuite abordé. Une aile
qui résiste aux contraintes qu’elle subit (critère de contrainte satisfait), peut néanmoins
présenter une déformation telle que les performances de l’avion soient trop dégradées. Par
conséquent, cette déformation sera limitée. Plus précisément, le critère de déformation
impose la flèche1 en maximale en extrémité d’aile Uzmax. Ce critère sera explicité, et,
pour une loi d’évolution des semelles choisie, la masse des semelles sera calculée. Un
modèle analytique de masse des semelles dimensionnées en déformation sera ainsi obtenu
(Table 4.5, p. 79). Ce critère concerne généralement les ailes de très grand allongement λ.

4.1.1 Dimensionnement en contrainte

Exigences de la norme FAR 25

Le cas de vol provoquant le moment de flexion voilure le plus élevé est celui de la
charge symétrique sous facteur de charge. C’est celui que nous étudions pour dimen-
sionner en flexion les semelles du longeron voilure. La norme FAR 25.305(a) requiert la
capacité de l’avion à supporter les charges limites (charges maximales susceptibles d’être
rencontrées en service) sans déformations permanentes nuisibles. Elle requiert également
FAR 25.305(b) qu’il n’y ait ni rupture ni effondrement de la structure jusqu’aux charges
extrêmes (1.5 fois les charges limites).

Charges limites : Charges ne devant pas être franchies en vol. Ce sont les charges
maximales que l’avion peut rencontrer en service. Une structure sollicitée aux
charges limites ne doit pas présenter de déformations permanentes nuisibles FAR
25.305(a), que ce soit sous facteur de charge limite positif ou négatif. Pour un avion
de transport civil (FAR 25.337), le facteur de charge limite positif est de l’ordre de
nzcl

⊕ ≈ 2.5 et le facteur de charge limite négatif est de l’ordre de nzcl
	 ≈ −1.

nzcl
⊕ ≈ 2.5

nzcl
	 ≈ −1

1À ne pas confondre flèche en extrémité d’aile Uzext qui est le déplacement selon l’axe “vertical”

descendant
−→
Z de la section RDM de l’extrémité de l’aile, et flèche ϕe de la voilure au niveau de l’axe

élastique qui est l’angle entre l’axe avion yb (perpendiculaire au plan de symétrie avion) et l’axe élastique
η (Figure C.5, p. 213).
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Nous poserons x le rapport entre le facteur de charge limite négatif et positif :

x =
nzcl

	

nzcl
⊕ (4.1)

≈ −0.4 (avion de transport civil)

Ce rapport est souvent considéré à x = −0.4 pour les avions de transport civil
(cf.[PF80] p.51). Autrement dit, le facteur de charge limite négatif nzcl

	 est l’op-
posée de 40% du facteur de charge limite positif nzcl

⊕.

Charges extrêmes : Charges admissibles sans provoquer ni de rupture, ni d’effondre-
ment de la structure FAR 25.305(b). Les charges extrêmes se déduisent linéairement
des charges limites (FAR 25.301) par un facteur de sécurité de 1.5 (FAR 25.303).

nzce = 1.5 nzcl

Pour un avion de transport civil, le facteur de charge extrême est de l’ordre de :

nzce
⊕ ≈ 1.5(2.5) ≈ 3.75

À la lecture de la norme, on en déduit donc 2 critères :
Lors d’une charge symétrique sous facteur de charge limite nzcl, les contraintes σcl subies
par les semelles doivent être inférieures ou égales à la limite élastique du matériau σe.
De même, sous facteur de charge extrême nzce les contraintes σce doivent être inférieures
ou égales à la contrainte limite de rupture σrupt.

à nz = nzcl, σcl ≤ σe

à nz = nzce, σce ≤ σrupt

Il faut vérifier ces deux inéquations. Pour un dimensionnement optimal, c’est-à-dire pour
une masse de semelle minimale, il faut considérer l’égalité de l’inégalité la plus contrai-
gnante. Mais en pratique, laquelle est la plus dimensionnante ?

Pour les matériaux composites, la question n’a pas lieu d’être puisque la limite
élastique σe d’un composite et la contrainte de rupture σrupt sont confondues. C’est
donc le deuxième critère, celui de la contrainte de rupture sous charges extrêmes qui est
dimensionnant pour un composite.
Pour les alliages aéronautiques, c’est en fait également ce critère qui est dimensionnant,
notamment en raison de leurs propriétés mécaniques (excepté l’AU4G-T4). En effet, la
théorie des poutres montre que la contrainte est proportionnelle au moment de flexion :

σ =
Mf

IY
z

Or ce moment de flexion voilure est proportionnelle au facteur de charge nz (Equation

C.7, p. 215).

σce

σcl
=

nzce

nzcl
= 1.5

Et, pour la plupart des alliages aéronautiques (Table 4.1, p. 47), le rapport de la
contrainte de rupture σrupt sur la limite élastique σe est inférieure à

σrupt

σe
≤ 1.5. Donc

un dimensionnement aux charges limites, égales à la limite d’élasticité σcl = σe, ne
suffirait pas forcément à assurer la non-rupture aux charges extrêmes : σce � σrupt. Par
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Limite Contrainte

Type de Matériau Désignation Élastique de rupture
σrupt

σe

σe(MPa) σrupt(MPa)

Alliages légers AU4G-T4 (2017 A) 180 300 1.67
à base d’Aluminium AU4G1-T3 (2024) 320 480 1.50

AU4G1-T4 (2024) 320 465 1.45
AU4G1-T6 (2024) 390 475 1.22
AU4G1-T81 (2024)
(Trempé écroui à 1%
revenu)

445 480 1.08

AU2GN-T6 (2618) 390 440 1.13
AU4SG-T6 (2014) 430 490 1.14
AU6MGT-T6 (2001) 400 470 1.18
AZ5GU (7075) 450 500 1.11

Alliages de Titane TA5E (recuit) 800 900 1.13
TA8DV (trempé+revenu) 900 1000 1.11
TA6ZD (trempé+revenu) 950 1050 1.11
TA6V (recuit) 900 1000 1.11
TA6V (trempé+revenu) 1050 1150 1.10
TA6V6E (recuit) 950 1050 1.11
TA6V6E
(trempé+revenu)

1150 1250 1.09

TU2 (vieilli) 570 700 1.23
TA6VE2 (trempé revenu) 1150 1200 1.04

Aciers à haute résistance 35NCD16 (trempé revenu) 1420 1850 1.30
VZ3NKD18-8 (Maraging
à 1750 MPa)

1600 1750 1.09

Tab. 4.1 – Données matériaux de quelques alliages [BM90, PF80]. Le rapport de
contrainte de rupture et limite élastique est généralement inférieur à

σrupt

σe
≤ 0.5.

F.Leclerc (Aérospatiale) dans son cours SupAéro [Lec02] précise que l’alliage Alumi-
nium AU4G1 (bon comportement en fatigue) est utilisé pour la conception de l’intrados,
le AZ5GU (excellente tenue en compression) pour l’extrados, et l’alliage titane TA6V
(caractéristiques mécaniques en ambiance chaude intéressantes) pour le mât moteur.

contre un dimensionnement aux charges extrêmes à la limite de rupture σce = σrupt,
suffit généralement à assurer la non plastification aux charges limites : σcl ≤ σe.

C’est donc ce cas qui sera considéré pour dimensionner les semelles du longeron : pour
nz = nzce la contrainte maximale subie par les semelles sera prise égale à la contrainte
de rupture σce = σrupt.
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C’est d’ailleurs en pratique, sous les charges extrêmes qu’est démontrée la tenue sta-
tique de la voilure (Figure 4.1, p. 48).

Fig. 4.1 – Essais statique sur un bimoteur Airbus au CEAT. L’aile est chargée progressivement

et ne doit pas casser jusqu’aux charges extrêmes.

D’un point de vue pratique, il est parfois difficile de calculer les contraintes d’une
voilure aux charges extrêmes à cause du flambage de certaines pièces.

“Nous pouvons avoir entre les charges limites et les charges extrêmes des
flambages de revêtements minces qui une fois plissés vont provoquer des sur-
charges des éléments massifs comme les semelles de longerons. Ceux-ci vont
subir un niveau de contrainte supérieur à ce que donnerait l’extrapolation
linéaire des contraintes à partir des charges limites.”

- J.-P. Perrais - [PF80] - -

Mais rappelons que notre modélisation simplifiée suppose que chaque système reprend
un type de sollicitation donné : la flexion pour les semelles, le cisaillement pour l’âme,
et la torsion pour la peau. Par conséquent, aucun élément de la voilure n’est capable
de reprendre les efforts si les semelles du longeron flambent : il y aurait donc rupture.
Aucun flambage des semelles des longerons n’est donc toléré.

Remarque 4.1 Si le lecteur pense utiliser un caisson de voilure ayant les surfaces se-
melles réparties le long de la voilure, il devra veiller à respecter l’épaisseur minimale
des semelles pour qu’il n’y ait pas flambage des semelles : le lecteur devra calculer
la contrainte critique de flambage (selon la forme choisie des semelles et les condi-
tions aux limites) et choisira en conséquence l’épaisseur de semelles de façon que les
contraintes semelles n’atteignent pas cette contrainte critique. La présence de raidis-
seurs permet de supporter sans effondrement des charges très supérieures aux charges
critiques (cf.[Feh91] p.43). L’augmentation de masse due à ces raidisseurs peut être en
partie compensée par le “pocketing” (Figure 4.2, p. 49). Bref, pour notre étude, nous
ne compliquerons pas les calculs par de telles considérations de flambage, et calculerons
la masse des semelles équivalentes à l’aide d’une contrainte maximale admissible qui,
en compression, sera ajustée pour tenir compte du flambage comme montré en annexe
(Appendix J.3, p. 320).
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Pocketing

raidisseur

est assimilé à une tôle d'épaisseur équivalente e (iso-volume) :

Fig. 4.2 – Le caisson est en réalité constitué d’une tôle et de raidisseurs. La tôle la plus mince

usinable est d’environ 1.5mm. Un gain de masse est possible en ôtant de la matière par usinage :

c’est le pocketing. Les raidisseurs ont un pas d’environ 120mm à l’intrados et 130mm à l’extrados

[Lec02]. Pour simplifier les calculs, on peut l’assimiler à une épaisseur équivalente e.

Précisions sur le critère de contrainte

Pour dimensionner en contrainte les semelles, nous veillerons à ce que les contraintes
subies par ces semelles ne dépassent pas, en tout point, la contrainte maximale admis-
sible : σmax. Il existe plusieurs critères de contrainte maximale admissible σmax que nous
allons expliciter dans ce paragraphe. Afin de conserver le plus longtemps possible l’appli-
cation la plus générale des modèles, la nature de σmax sera exprimée le plus tard possible
dans les calculs. Le lecteur aura libre choix d’utiliser le critère, qui lui convient le mieux,
parmi ceux répertoriés ici :

Critère de non rupture : Jusqu’au facteur de charge extrême nzce, il ne doit pas y
avoir rupture de la structure ([FAA03] FAR 25.305(b)). Le matériau sollicité aux
charges extrêmes (au facteur de charge extrême nzce) ne doit pas casser. Autrement
dit, les contraintes en tout point des semelles, générées par l’application des charges
extrêmes, doivent être inférieures ou égales à la contrainte de rupture. L’égalité
correspond à la masse minimale, c’est ce que nous considérerons. La contrainte de
rupture du matériau σrupt est donnée pour des matériaux purs en conditions de la-
boratoire. Par sécurité, en raison des dispersions des caractéristiques des matériaux
industriels et des imprécisions de calculs, un coefficient de sécurité matériau2 αs

doit être appliqué à cette contrainte maximale de laboratoire σrupt (notée Rm par
la norme AFNOR). La contrainte maximale admissible σmax de la pièce réelle est
donnée par :

σmax =
σrupt

αs

Par exemple pour l’alliage AZ5GU avec un coefficient de sécurité matériau de αs =
1.7, la contrainte maximale admissible en traction est de σmax = 500 MPa

1.7 = 294 MPa.
Dans le cas de matériaux composites, il n’y a pas ou peu de domaine plastique :
la rupture se fait à la contrainte limite élastique σe. Par contre, le coefficient de
sécurité matériau αs est généralement plus élevé pour les composites que pour les

2Ce coefficient de sécurité matériau αs prend en compte que le matériau industriel n’est pas pur, qu’il a
été usiné (trou. . . ) et des imprécisions de calculs. Par exemple, un coefficient de sécurité matériau αs = 2
a été considéré pour l’étude d’une aile d’un avion HALE en matériaux composites [Pal98, Raš00, PB99].
Nous verrons que la valeur adaptée à notre modélisation est de αs = 1.64. Vous trouverez des précisions
sur ce coefficient de sécurité en annexe de ce document : (Appendix J, p. 305).
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alliages métalliques. En effet, les composites ont leurs propriétés qui se dégradent
sensiblement en cas de chocs (outils tombés accidentellement sur l’aile lors de la
maintenance, choc, délaminage), à l’usinage (trou, perçage pour assemblage), . . .
Pour des contraintes négatives (compression) la limite de rupture est la contrainte
limite de flambage puisqu’on ne tolère pas le flambage des semelles. Par exemple

[Feh91] pour une plaque plane à bords encastrés : σmax = 6.31 E
(

e
d

)2
avec d la

largeur semelle, e l’épaisseur semelle.

Critère Barrau : Les matériaux formant les composites subissent des contraintes différentes
mais une même micro-déformation ε. Jean-Jacques Barrau [Pal98] propose alors
un critère3 selon lequel la micro-déformation doit être comprise entre les micro-
déformations de compression et de traction maximales :

−3 10−3 ≤ ε ≤ 8 10−3

La limite inférieure est plus restrictive que la supérieure pour des considérations
de flambage. Dans le domaine élastique, la contrainte σ est reliée à la micro-
déformation ε par la loi de Hook :

σ = E ε

Avec E le module d’Young du Matériau (Pour les composites, on utilise le module
d’Young longitudinal équivalent. Si cette donnée est inconnue, se référer à [BL87]
pour la calculer). Ce qui revient, pour notre formulation générale en contrainte
maximale admissible à :

En traction : σmaxt = 8 10−3 E

En compression : σmaxc = −3 10−3 E (4.2)

Critère Fatigue : À chaque vol de l’avion, l’aile est sollicitée avec des charges de vol
“standard” (bien inférieures aux charges extrêmes) : nz = 1. La répétition de l’ap-
plication de ces charges peut néanmoins entrâıner une rupture en fatigue. Bien en-
tendu, l’avion doit être conçu pour supporter ces charges durant un nombre donné
de cycles (norme FAR 25.571). La contrainte maximale en fatigue σa dépend de ce
nombre de cycles et est bien inférieure à la contrainte de rupture σrupt. Dans le cas
d’un dimensionnement en fatigue, la contrainte maximale admissible est égale à la
contrainte limite de fatigue :

σmax = σa

Frédéric Leclerc (Aérospatiale) indique [Lec02] pour le dimensionnement de l’in-
trados en fatigue (Alliage AU4G1), une contrainte admissible de σa = 330 MPa
issue des courbes de Woelher (110MPa multipliée par le coefficient de cycle de durée
de vie avion, à savoir 3). Quelques exemples de limites en fatigue sont données en
annexes (Table J.4, p. 316)

Les matériaux composites ne sont pas concernés par ce critère, car peu sensibles à
ces problèmes de fatigue.

En annexe, un chapitre est consacré aux propriétés des matériaux et à la contrainte
maximale admissible qu’il est judicieux d’utiliser (Appendix J.3, p. 320).

3Attention ce critère semble vrai pour des composites uniquement. En effet, si l’on considère un alliage
Aluminium on trouve une valeur de micro-déformation maximale de ε =

σrupt

E
= 6 10−3 < 8 10−3 !

Donc un tel critère pour un alliage Aluminium conduirait à la rupture. De même pour l’acier (ε = 710−3).
Par contre, ce critère est justifié pour le carbone/epoxy habituellement utilisée pour les structures Hale :
ε =

σrupt

E
= 1200 MPa

140 MPa
= 8.6 10−3 > 8 10−3
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Fig. 4.3 – Essai en fatigue sur un A340-600 à Madrid (Getafe LEGT) en juillet 2002 : test en

fatigue de l’empennage horizontal pour un nombre de 21712 vols. Photo : Ismael Jorda

Contrainte Module Densité Allongement Contrainte Module
à la rupture d’élasticité à la rupture spécifique spécifique

σrupt (MPa) E (MPa) d A%
σrupt

d
(MPa) E

d
(MPa)

Aluminium 500 75000 2.8 15 179 26786
Acier (HR) 1400 200000 7.8 12 179 25641
Titane 1500 100000 4.5 14 333 22222
Verre R 3200 86000 2.5 4 1280 34400
Carbone (HR) 3200 230000 1.8 1.3 1778 127778
Carbone (HM) 2500 390000 1.8 0.6 1389 216667
Kevlar 2900 130000 1.5 2.3 1933 86667
Epoxyde 130 450 1.2 2 108 375

Tab. 4.2 – Caractéristiques des fibres et matrices utilisés pour créer des composites
[Boi97]. Selon l’orientation des fibres et la proportion fibres/matrice, les caractéristiques
du composite changent sensiblement. Quelques exemples de composites sont donnés en
annexe (Appendix J, p. 305).
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Contraintes subies par les semelles

Dans ce paragraphe, la contrainte maximale subie par chacune des semelles sera cal-
culée analytiquement à l’aide de quelques notions de Résistance Des Matériaux. Ceci
permettra, dans le paragraphe suivant, de la comparer avec la contrainte maximale ad-
missible σmax pour dimensionner les semelles.

La modélisation des semelles et les axes d’étude sont d’abord exposés. Puis la position
du centre de gravité G de la section est déterminée, ce qui permet ensuite de calculer
le moment quadratique IY de la section. Connaissant IY , l’expression de la contrainte
maximale de chaque semelle est établie.

Modélisation des semelles :

ME

MI

O

GE

GI

dz

h/2

h

SE

SI

G
y

z

η

GE

GI

G

SE

SI

h

Caisson réel Modèle des semelles

er  C

Fig. 4.4 – Modélisation des semelles. Les nouveaux caissons de voilure ne présentent plus de

longerons distincts : leurs semelles sont réparties sur le caisson. Les surfaces nécessaires des

semelles SE et SI sont à déterminer (C’est l’objet de cette section). La hauteur h représente

la distance entre les deux centres de gravité des semelles GE et GI , et est imposée par le choix

de la forme du caisson (choix du profil). Cette hauteur s’exprime (Equation 4.4, p. 59) par la

proportion h de l’épaisseur maximale du profil er C (produit de l’épaisseur relative er et de la

corde C) : h = her C. Le modèle représente les surfaces SE et SI rectangulaires mais leur forme

n’a que peu d’importance. En flexion, ce qui importe pour la rigidité est l’écartement h et les

valeurs SE et SI de ces surfaces (il ne doit évidemment pas y avoir flambage des semelles).

Prenons le repère d’étude (O,
−→
X,

−→
Y ,

−→
Z ), avec O le milieu entre les deux semelles,−→

X vecteur unitaire selon l’axe élastique de l’aile, dirigée vers l’extrémité de l’aile (la

coordonnée selon cet axe sera noté η),
−→
Y vecteur unitaire dans le plan de la section

RDM (soit perpendiculaire à l’axe élastique) selon la corde du profil dirigé vers le bord

d’attaque, et
−→
Z vecteur unitaire dans le plan de la section RDM et perpendiculaire

aux deux autres vecteurs de manière à former une base orthonormée directe (Figure C.5,

p. 213). Soit les semelles de longerons de surface SE (à l’extrados) et SI (à l’intrados),
assurant la rigidité en flexion de l’aile d’avion, G le centre de gravité de la section, et GE

et GI les centres de gravité des surfaces respectivement à l’extrados et à l’intrados. La

distance selon
−→
Z entre ces deux centres de gravité est notée h. O est le milieu entre les

deux semelles (selon
−→
Z ). Et dz est la distance (valeur algébrique) entre le milieu O et le

centre de gravité de la section G.

−−−→
OGE .

−→
Z = −h

2
−−→
OGI .

−→
Z =

h

2
−−→
OG.

−→
Z = dz
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Profil er
h
C

h = h
er C

BOEING 737 ROOT AIRFOIL 0.15 0.13 0.88
BOEING 737 MIDSPAN AIRFOIL 0.13 0.11 0.91
BOEING 737 MIDSPAN AIRFOIL 0.1 0.09 0.93
BOEING 737 OUTBOARD AIRFOIL 0.11 0.1 0.94

KC-135 BL52.44 AIRFOIL 0.15 0.14 0.93
KC-135 BL124.32 AIRFOIL 0.13 0.12 0.93
KC-135 BL200.76 AIRFOIL 0.11 0.1 0.94
KC-135 BL351.6 AIRFOIL 0.09 0.08 0.94

NACA 0012 AIRFOILS 0.12 0.11 0.93

Tab. 4.3 – Pour des profils d’avions existants, en supposant les semelles d’épaisseurs
constantes, l’écartement h entre les centres de gravité des semelles intrados et extrados
est de l’ordre de 93% de l’épaisseur maximale du profil. Ce calcul a été réalisé à l’aide de
Matlab, par intégration numérique du caisson épousant la forme de profils existants.
Pour cette application, l’espace réservé aux becs est supposé prendre 20% de la corde, et
40% pour celle des volets.

GE : Centre de gravité de la surface semelle extrados SE

GI : Centre de gravité de la surface semelle intrados SI

G : Centre de gravité de la section

Position du centre de gravité de la section : La position du centre de gravité, pour
une section composée d’un même matériau est donnée par :

−−→
OG =

SE
−−−→
OGE + SI

−−→
OGI

SE + SI

ce qui devient selon l’axe
−→
Z :

−−→
OG.

−→
Z = dz =

SE

(
−h

2

)
+ SI

(
h
2

)

SE + SI

Position du centre de gravité de la section :

−−→
OG.

−→
Z = dz =

h

2

SI − SE

SE + SI

Si la surface SE est supérieure à la surface SI , alors dz est négatif. Autrement dit, le
centre de gravité G de la section se déplace vers la plus grande surface : ce qui reste
intuitif.

Moment Quadratique de la section : Plaçons-nous dans le repère d’étude (G,
−→
X,

−→
Y ,

−→
Z ),

que nous considérons repère principal d’inertie de la section étant donnée la symétrie de
cette dernière. Le moment quadratique IY est défini par :

IY =

∫∫

Section

z2 dS
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Dans notre cas, le moment quadratique IY de la section s’exprime4 par :

IY =
(−−−→
GGE .

−→
Z
)2

SE +
(−−→
GGI .

−→
Z
)2

SI

=
(−−→
GO.

−→
Z +

−−−→
OGE .

−→
Z
)2

SE +
(−−→
GO.

−→
Z +

−−→
OGI .

−→
Z
)2

SI

=

(
−dz − h

2

)2

SE +

(
−dz +

h

2

)2

SI

=

(
h

2

)2(
SE − SI

SE + SI
− 1

)2

SE +

(
h

2

)2(
SE − SI

SE + SI
+ 1

)2

SI

=

(
h

2

)2
1

(SE + SI)
2

(
4S2

I SE + 4S2
ESI

)

Moment Quadratique de la section :

IY = h2 SISE

SE + SI

Contrainte maximale subie par les semelles : La contrainte normale σ (selon −→η )

provoquée par un moment de flexion Mf
−→
Y est donnée par :

σ =
Mf

IY
z

ME

MI

O

GE

GI

dz

h/2

h

SE

SI

G
y

z

η

Modèle des semelles

G η

z

O

Contraintes engendrées par 
un moment de flexion Mf

Mf

σmax

σmax

e

i

y

Fig. 4.5 – Diagramme des contraintes normales σ subies par les semelles intrados et extrados

lors de l’application d’un moment de flexion Mf .

La contrainte maximale (de traction ou de compression) dans les semelles est donc

à l’endroit le plus éloignée du centre de gravité selon
−→
Z : tous les points de même

coordonnée z que ME pour la semelle extrados et que MI pour la semelle intrados
(Figure 4.4, p. 52).

Si le moment de flexion total Mf est positif, la semelle de l’extrados est sollicitée en
compression et la semelle de l’intrados est sollicitée en traction. Et inversement, pour un
moment de flexion négatif.

4Nous notons
−−−→
GGE .

−→
Z et non pas GGE (idem pour les autres centres) car les centres G, GE , GI , O

ne sont par forcément alignés selon
−→
Z .
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La contrainte maximale subie par la semelle extrados est à l’ordonnée ze
max :

ze
max =

−−−→
GME .

−→
Z

=



−−−→
GGE +

−−−−→
GEME︸ ︷︷ ︸
négligé


 .

−→
Z

= −h

2
− dz

Les semelles du longeron étant en pratique réparties sur l’intrados et l’extrados, leur

épaisseur (selon
−→
Z ) est faible (donc leur demi épaisseur également). Nous négligerons les

demi-épaisseurs des semelles GME et GMI devant l’écartement de la semelle par rapport
au centre de gravité GGI et GGE (qui sont de l’ordre de grandeur de la demi-épaisseur
du profil). Cela revient à considérer une contrainte moyenne (σ = cte) dans chacune des
semelles.

−−−−→
GEME .

−→
Z <<

−−−→
GGE .

−→
Z

−−−−→
GIMI .

−→
Z <<

−−→
GGI .

−→
Z

La contrainte maximale subie par la semelle extrados est donc donnée pour l’ordonnée :

ze
max = −h

2
− dz

= −h

2
− h

2

SI − SE

SI + SE

= −h

2

(
1 +

SI − SE

SI + SE

)

= −h

2

(
SI + SE + SI − SE

SI + SE

)

ze
max = −h

SI

SI + SE

Finalement, la contrainte maximale σe
max que subie la semelle extrados est :

σe
max =

Mf

IY
ze

max

=
Mf

(
− hSI

SI+SE

)

h2 SISE

SI+SE

σe
max = − Mf

h SE
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De même la contrainte maximale σi
max subie par la semelle intrados est donnée par :

zi
max =

−−−→
GMI .

−→
Z =



−−→
GGI +

−−−−→
GIMI︸ ︷︷ ︸
négligé


 .

−→
Z

=
h

2
− dz

zi
max = h

SE

SI + SE

σi
max =

Mf

IY
zi

max

σi
max =

Mf

h SI

Loi d’évolution des semelles

L’objectif de ce paragraphe est de déterminer les semelles minimales admissibles. Pour
cela, en chaque point de la voilure, la contrainte maximale subie par les semelles sera
prise égale à la contrainte maximale admissible σmax. La loi d’évolution des semelles le
long de l’aile sera ainsi établie analytiquement. Le critère dimensionnant sera d’abord
déterminé, pour chacune des semelles. L’expression analytique de la surface semelle le
long de l’aile sera ensuite établie : SE et SI .

Les contraintes subies par les semelles ne doivent pas excéder la contrainte maximale
admissible σmax.

∣∣σi
max

∣∣ ≤ |σmax| , SI(η) ≥ Mf (η)

h(η) σmax

|σe
max| ≤ |σmax| , SE(η) ≥ − Mf (η)

h(η) σmax

Étant donné que l’on cherche à obtenir la masse minimale possible pour des semelles
capables de tenir aux efforts auxquelles elles sont soumises, on considérera le cas limite,
c’est-à-dire l’égalité. Mais reste à trouver quel est le cas dimensionnant pour chaque
semelle. Autrement dit, quel est le moment de flexion Mf et la contrainte maximale
admissible σmax à considérer pour chacune des semelles. Deux cas sont à envisager pour
chacune des semelles.

Mf    > 0

Intrados
Traction

Extrados
Compression

Fig. 4.6 – Pour un moment de flexion voilure positif Mf
⊕, la semelle intrados est sollicitée en

traction alors que la semelle extrados est sollicité en compression.

En effet, si l’avion est soumis à un facteur de charge extrême positif nzce
⊕, la se-

melle extrados subit une contrainte en compression alors que la semelle intrados subit
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de la traction. Inversement pour un facteur de charge extrême négatif nzce
	, la semelle

extrados est sollicité en traction alors que la semelle intrados l’est en compression.

Semelle Extrados Intrados

Sous facteur de charge compression traction

extrême positif nzce
⊕ |σe

max| =
Mf

⊕

h SE
≤ |σmaxc| σi

max =
Mf

⊕

h SI
≤ σmaxt

Sous facteur de charge traction compression

extrême négatif nzce
	 σe

max = −Mf
	

h SE
≤ σmaxt

∣∣σi
max

∣∣ =
|Mf

	|
h SI

≤ |σmaxc|
Le cas le plus contraignant est celui qui dimensionne la surface semelle.

Semelle extrados : SE = max

(
− Mf

⊕

h σmaxc

,− Mf
	

h σmaxt

)

Semelle intrados : SI = max

(
Mf

⊕

h σmaxt

,
Mf

	

h σmaxc

)

Cherchons maintenant à déterminer quel est le cas le plus dimensionnant pour chaque
semelle.

Critère dimensionnant :
Pour ce qui est de la semelle extrados, l’ambigüıté n’a pas lieu d’être. D’une part parce
que le facteur de charge extrême positif nzce

⊕ est plus important que le facteur de
charge extrême négatif nzce

	 (nzce
	 = −0.4nzce

⊕ cf. FAR 25.337). Donc le moment de
flexion sous charge extrême positif Mf

⊕ est plus important que le moment de flexion sous
facteur de charge extrême négatif Mf

⊕ : Mf
⊕ >

∣∣Mf
	∣∣ puisque le moment de flexion

est proportionnel au facteur de charge (Equation C.7, p. 215). D’autre part, parce que
la contrainte maximale admissible en traction dans un matériau est généralement plus
grande que celle en compression (Appendix J.3, p. 320) : σmaxt ≥ |σmaxc|. Par conséquent
le cas dimensionnant pour l’extrados est le cas de facteur de charge extrême positif :

− Mf
⊕

σmaxc

≥ − Mf
	

σmaxt

Finalement :

Semelle extrados : SE = − Mf
⊕

h σmaxc

Pour ce qui est de la semelle intrados, il faut étudier le cas plus attentivement. Le
moment de flexion voilure étant proportionnel au facteur de charge (Equation C.7, p. 215),
pour déterminer le cas dimensionnant des semelles intrados, il faut comparer les rapports

de facteur de charges extrêmes5 négatif/positif x = nzce
	

nzce
⊕ et de contrainte maximale

compression/traction σmaxc

σmaxt
.

nzce
	 = x nzce

⊕

Mf
	 = x Mf

⊕

Mf
	

σmaxc

= x
Mf

⊕

σmaxt

σmaxt

σmaxc

5Pour les avions de transport civil, x = nzce
	

nzce
⊕ = −0.4 (cf. FAR 25.337) et x = −0.17 pour les Hales

[Raš00]. Dans un soucis de laisser nos modèles les plus généralistes possible, nous ne remplacerons pas
x par -0.4 de manière à laisser la possibilité d’étude d’autres types d’avions que les avions de transport
civil.
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Le rapport des facteurs de charges extrême x est imposé par la norme (-0.4 pour les avions
de transport civils). Quant au rapport des contraintes maximales, cela représente un fac-
teur de flambage. Par des considérations de flambage, la contrainte maximale admissible
en compression σmaxc sera plus restrictive qu’en traction σmaxt.

Alors le cas dimensionnant pour la semelle intrados est le cas de charge extrême positif

si |σmaxc|
σmaxt

≥ |x|. Inversement si la proportion entre la contrainte maximale admissible

en compression et en traction est inférieure à |x| ( |σmaxc|
σmaxt

≤ |x|), c’est le cas de charge
extrême négatif qui est dimensionnant pour la semelle intrados.

si
|σmaxc|
σmaxt

≤ |x| → Mf
	

σmaxc

≥ Mf
⊕

σmaxt

→ SI =
Mf

	

h σmaxc

si
|σmaxc|
σmaxt

≥ |x| → Mf
	

σmaxc

≤ Mf
⊕

σmaxt

→ SI =
Mf

⊕

h σmaxt

(4.3)

Que choisir ? Prenons par exemple le critère Barrau (Equation 4.2, p. 50). Le rapport
des contraintes maximales admissibles est de 37.5% soit inférieur à 40% (valeur pour les
avions de transport civil x = −0.4). Le critère Barrau (appliqué aux avions de transport
civil) impose donc un dimensionnement sous facteur de charge extrême négatif pour la
semelle intrados. Cela dit, le critère Barrau est adapté aux composites ce qui n’est pas
le cas des semelles voilure d’avions de transport civil.

−σmaxc

σmaxt

= −−3 10−3 E

8 10−3 E
= 0.375 < 0.4

Critère Barrau → Semelle intrados : SI =
Mf

	

h σmaxc

Remarque 4.2 Pour les avions de type HALE, le rapport (Equation 4.1, p. 46) entre
les facteurs de charges extrêmes négatif nzce

	 et positif nzce
⊕ est de x = −0.17 au

lieu de x = −0.4 (cf. [Raš00] p.60). Ainsi le critère sur |σmaxc|
σmaxt

est de 0.17 pour ce

type d’avion. −σmaxc
σmaxt

= 0.375 > 0.17. Par conséquent, selon le critère de Barrau, les
avions HALE ont leur semelle intrados dimensionnée sous facteur de charge positif.
C’est l’inverse pour les des avions de transports civils qui ont, selon le critère Barrau,
leur semelle intrados dimensionnée sous facteur de charge négatif.

Le critère Barrau est davantage adapté aux composites, mais si l’on prend le rapport des
contraintes maximales admissibles en compression et en traction pour de l’aluminium

(Appendix J.3, p. 320)
|σmaxc|
σmaxt

≈ 247
330 ≈ 0.75 ≥ 0.4, on voit que ce rapport est bien

supérieur à 0.4 est que par conséquent c’est le facteur de charge positif, c’est-à-dire la
traction qui est dimensionnante pour l’intrados.

SI =
1

h

Mf
⊕

σmaxt

=
−σmaxc

σmaxt

SE

Dans un souci de laisser au lecteur le choix de la nature de σmax, nous n’utiliserons
pas le critère Barrau mais nous conserverons le caractère général de nos expressions
analytiques, en partant du terme :

SI =
1

h
max

(
Mf

⊕

σmaxt

,
Mf

	

σmaxc

)
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Loi d’évolution des semelles :
Nous venons d’exprimer les surfaces de semelles minimales en fonction du moment de
flexion voilure Mf . Dans ce paragraphe, l’expression du moment de flexion voilure (Ap-

pendix C, p. 203) sera utilisée pour déterminer la loi d’évolution des semelles le long de
l’aile. Ce qui permettra dans le paragraphe suivant, de calculer la masse des semelles.

La semelle extrados est dimensionnée en compression σmaxc sous facteur de charge
extrême positif nzce

⊕.

SE(Y ) = − Mf
⊕(Y )

h(Y ) σmaxc

L’écartement des deux semelles h est proportionnel à l’épaisseur maximale du profil.
Cette proportionnalité est constante le long de l’aile. Par contre l’épaisseur maximale
du profil varie le long de l’aile puisqu’elle s’exprime en fonction de l’épaisseur relative
maximale du profil er (même profils le long de l’aile) qui est constante, et de la corde
C(Y ) qui varie linéairement de l’emplanture à l’extrémité de l’aile (Equation A.2, p. 182).

h(Y ) = h er C(Y ) (4.4)

= h er Cemp (1 + (ε − 1)Y )

Rappelons que h est une donnée, imposée par le choix de la forme du caisson voilure, c’est-
à-dire par le profil choisi. En première approximation, il peut être pris égal à h ≈ 0.93
(Table 4.3, p. 53). La surface SE de la semelle extrados s’exprime donc par :

SE = − Mf
⊕(Y )

h er Cemp (1 + (ε − 1)Y ) σmaxc

En reprenant l’expression du moment de flexion voilure (Equation C.7, p. 215), avec
un facteur de charge extrême positif, l’expression de la semelle extrados devient :

SE = −
(

2

3

1

π

b/2

cosϕe
nzce

⊕Mchg
1

σmaxc

)
1

h er Cemp

Mf(Y )

(1 + (ε − 1)Y )

+





0 si Y > Ym,(

nzce
⊕ Mm g

σmaxc

)
(Ym−Y ) b/2

cos ϕe

her Cemp(1+(ε−1)Y )
si Y ≤ Ym.

(4.5)

Remarque 4.3 L’expression précédente est donnée pour un avion bi-moteurs. Cepen-
dant, il est simple de considérer des avions quadri-moteurs. En effet, il suffit d’ajouter
un terme moteur 2 (attaché en Ym2) similaire à celui du moteur 1 (attaché en Ym2).

SE = −
(

2

3

1

π

b/2

cos ϕe
nzce

⊕Mchg
1

σmaxc

)
1

h er Cemp

Mf (Y )

(1 + (ε − 1)Y )

+





0 si Y > Ym1,(
nzce

⊕ Mm g
σmaxc

)
(Ym1−Y )

b/2
cos ϕe

her Cemp(1+(ε−1)Y )
si Y ≤ Ym1.

+





0 si Y > Ym2,(

nzce
⊕ Mm g

σmaxc

)
(Ym2−Y )

b/2
cos ϕe

her Cemp(1+(ε−1)Y )
si Y ≤ Ym2.

Le terme prépondérant de la masse semelle est évidemment le premier terme (masse
semelle extrados due au chargement). Ce terme, contrairement aux apparences, est bel
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et bien positif puisque la limite contrainte de compression est négative. Par contre, le
deuxième terme (masse semelle extrados due au moteur) est négatif (σmaxc < 0). Atta-
cher les moteurs sous les ailes est un gain de masse semelle puisque cette solution diminue
le moment de flexion. Et ceci est d’autant plus bénéfique (du point de vue masse semelle)
que le moteur est attaché loin du fuselage, c’est-à-dire d’autant plus bénéfique que Ym

est grand.

De même la loi d’évolution de la semelle intrados est donnée par :

SI(Y ) =
1

h(Y )
max

(
Mf

	(Y )

σmaxc

,
Mf

⊕(Y )

σmaxt

)

=
2

3

1

π

b/2

cosϕe
max

(
nzce

	

σmaxc

,
nzce

⊕

σmaxt

)
Mchg

1

her Cemp

Mf (Y )

(1 + (ε − 1)Y )

−





0 si Y > Ym,

max
(

nzce
	

σmaxc
, nzce

⊕

σmaxt

)
Mm g

(Ym−Y ) b/2
cos ϕe

h er Cemp(1+(ε−1)Y )
si Y ≤ Ym.

(4.6)

Masse des semelles

Dans ce paragraphe, la masse des semelles MW sem sera exprimée analytiquement.
C’est la masse des semelles intrados et extrados pour les 2 demi-ailes.

La masse de la semelle extrados (d’une demi-aile) est donnée par l’intégration de sa
surface SE .

MSE
= ρm

∫ η= b/2
cos ϕe

η=0

SE dη (4.7)

L’intégration se fait bien entendu selon l’axe élastique η puisque la surface de la semelle
SE lui est perpendiculaire (surfaces semelles définies dans la section RDM (Figure C.5,

p. 213)). Pour simplifier l’intégration, nous allons faire un changement de variable (Y =
y

b/2 et y = η cosϕe) pour intégrer en Y qui est sans dimension et dont le moment de

flexion voilure adimensionné Mf (Equation C.7, p. 215) et l’écartement semelle h dépendent
explicitement.

MSE
= ρm

∫ Y =1

Y =0

SE(Y )
dη

dy

dy

dY
dY = ρm

∫ Y =1

Y =0

SE(Y )
b/2

cosϕe
dY

= −ρm
2

3

1

π

b/2

cosϕe
nzce

⊕Mchg
1

σmaxc

b/2

cosϕe

∫ Y =1

Y =0

Mf(Y )

h(Y )
dY

+ρm

(
nzce

⊕ Mm g

σmaxc

(
b/2

cosϕe

)2 ∫ Y =Ym

Y =0

Ym − Y

h(Y )
dY +

∫ Y =1

Y =Ym

0 dY

)

= −ρm
2

3

1

π

(
b/2

cosϕe

)2

nzce
⊕Mchg

1

σmaxc

1

h er Cemp

∫ 1

0

Mf(Y )

1 + (ε − 1)Y
dY

+ρm
nzce

⊕ Mm g

σmaxc

(
b/2

cosϕe

)2
1

h er Cemp

∫ Ym

0

Ym − Y

1 + (ε − 1)Y
dY

Pour résoudre analytiquement la masse de la semelle, il suffit d’effectuer les intégrations

suivantes :
∫ 1

0
Mf (Y )

1+(ε−1)Y dY et
∫ Ym

0
Ym−Y

1+(ε−1)Y dY .
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Le deuxième terme est l’intégration d’une fraction rationnelle, décomposée en éléments
simples. En voici le résultat (validé à l’aide de Maple) :

∫ Ym

0

Ym − Y

1 + (ε − 1) Y
dY =

∫ Ym

0

(
Ym

(ε − 1)

(ε − 1)

1 + (ε − 1) Y
− 1

(ε − 1)

(ε − 1) Y + 1 − 1

1 + (ε − 1) Y

)
dY

=
Ym

(ε − 1)

[
log (1 + (ε − 1) Y )

]Ym

0

− 1

(ε − 1)

∫ Ym

0

(
1 − 1

1 + (ε − 1) Y

)
dY

=
1

(ε − 1)

(
Ym ln (1 + (ε − 1) Ym) − Ym

+ 1
(ε−1) ln (1 + (ε − 1) Ym)

)

=
1

(ε − 1)

((
Ym +

1

(ε − 1)

)
ln
(
1 + (ε − 1) Ym

)
− Ym

)

Ainsi la masse de semelle extrados due à l’implantation du moteur est déterminée ana-
lytiquement.

Remarque 4.4 Son expression analytique, fonction de la distance de l’attache moteur
par rapport au fuselage Ym, permet d’envisager des études sur cette fameuse distance
et aidera peut-être à comprendre pourquoi les moteurs sont généralement placés à
Ym = 1

3
? Le gain de masse semelle est d’autant plus grand que le moteur est attaché

vers l’extrémité de l’aile : la fonction
∫ Ym

0
Ym−Y

1+(ε−1) Y
dY crôıt quand Ym augmente.

D’un point de vue des masses, nous aurions tout intérêt à attaché les moteurs le plus
loin possible du fuselage : à l’extrémité. Cependant, en cas de panne d’un moteur, le
moment de lacet avion provoqué par le moteur en fonctionnement est d’autant plus
grand que le moteur est attaché loin du fuselage. Et il faut tout de même que l’avion
reste pilotable dans ce cas (moment de lacet que le pilote contrera au palonnier par la
gouverne de lacet δn). Il y a donc un compromis sur la position d’attache du moteur
qui pourra être envisagée analytiquement grâce au modèle fonction de Ym.

Ceci étant fait, il reste maintenant à déterminer la masse de semelle extrados due au
chargement de la voilure. Cette fois-ci la tache est plus hardue. . .

∫ 1

0

Mf(Y )

1 + (ε − 1)Y
dY =

∫ 1

0

(
1 − Y 2

) 3
2 − 3

2 Y
(

π
2 − Y

√
1 − Y 2 − arcsinY

)

1 + (ε − 1)Y
dY

La résolution analytique d’une telle intégrale est très complexe. Même à l’aide d’outils
tel que Maple, la solution ne saute pas aux yeux. Cependant, rappelons que nous avons
exprimé le moment de flexion sous forme adimensionnelle Mf(Y ) de manière à ce qu’il
soit valable quel que soit l’avion. Il n’y a que le dénominateur qui soit fonction d’un
paramètre de conception voilure : l’effilement ε. On pourrait très bien considérer une
valeur moyenne de l’effilement : généralement ε = 0.3 pour les avions de transports
civils. La valeur de cette intégrale serait dans ce cas de 0.36. Néanmoins, l’idéal serait
de connâıtre le résultat de cette intégrale en fonction de l’effilement ε. La résolution
analytique complète étant complexe, nous proposons de résoudre numériquement cette
intégrale pour plusieurs effilements (ε de 0 à 1 ce qui couvre un domaine de définition
assez large : de l’aile rectangulaire à l’aile triangulaire), et ensuite identifier une loi
fonction de ε représentative de cette intégrale. Ainsi, ceci permettrait de débloquer le
problème tout en conservant au modèle tous les paramètres de conception voilure (Au cas
où, par exemple, ce modèle serait réutilisé au cours d’une étude de l’effilement optimal,
compromis entre l’aérodynamique et la structure).
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Effilement ε 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
∫ 1
0

Mf (Y ) dY

1+(ε−1)Y
0.416 0.392 0.374 0.36 0.347 0.336 0.326 0.317 0.309 0.301 0.295

Les valeurs de cette intégrale décroissent lorsque l’effilement augmente. Entre les cas
extrême d’une aile triangulaire (ε = 0) et d’une aile rectangulaire (ε = 1), la valeur
de cette intégrale passe de 0.416 à 0.295. Dans l’expression analytique de la masse de la
semelle extrados du à la masse de chargement, l’effilement apparâıt uniquement dans cette
intégrale (si nous raisonnons pour une corde à l’emplanture Cemp donnée et envergure
b donnée). Il est donc intéressant de remarquer que la semelle extrados d’une voilure
triangulaire est 1.4 fois plus lourde que celle d’une aile rectangulaire. Résultat qui peut
parâıtre curieux intuitivement. Rappelons que notre modélisation supposant la voilure
vrillée correctement pour assurer une répartition elliptique quelle que soit la loi de corde,
et que la répartition de masse est également supposée elliptique. Ce résultat n’est pas
une question de chargement. Par contre, le fait de mettre de l’effilement à l’aile va réduire
la rigidité en flexion du longeron le long de l’aile, puisque l’écartement des semelles h
va décrôıtre le long de l’aile. Il faut donc des surfaces semelles plus grandes donc plus
lourdes, pour assurer la rigidité en flexion et d’autant plus que l’effilement est important.
Mais attention, ce raisonnement est exposé dans le cadre d’une corde à l’emplanture Cemp

et une envergure b données. Donc les ailes rectangulaire et triangulaire en question n’ont
pas les mêmes surfaces, ce qui d’un point de vue du dynamicien du vol n’est pas une
comparaison intéressante. Nous verrons pas la suite (Section 4.1.1, p. 68) qu’en raisonnant
en terme de surface et allongement plutôt qu’en envergure et corde à l’emplanture, la
masse semelle retrouve un comportement bien plus intuitif en fonction de l’effilement :
la masse semelle crôıt quand l’effilement croit (Figure 4.9, p. 70).

En considérant des modélisations simples de cette intégrale, on obtient une précision
sur l’ensemble du domaine d’effilement assez correcte (Figure 4.7, p. 63) :

Modèle de l’intégrale Erreur relative coefficients identifiés
∫ 1

0
Mf (Y ) dY
1+(ε−1)Y moyenne (%)

c1 ε2 + c2 ε + c3 0.446 c1 = 0.0757, c2 = −0.1914, c3 = 0.4123
c1 εc2 + c3 0.396 c1 = −0.1245, c2 = 0.6563, c3 = 0.4167

Dans la suite de nos calculs, nous retiendrons le deuxième modèle, mais, libre au
lecteur d’utiliser le modèle qui lui convient (voir même de considérer l’intégrale si bon
lui semble).

∫ 1

0

Mf(Y ) dY

1 + (ε − 1)Y
≈ c1 εc2 + c3

Finalement la masse de la semelle extrados s’exprime par :

MSE
= −ρm

2

3

1

π

(
b/2

cosϕe

)2

nzce
⊕Mchg

1

σmaxc

1

h er Cemp

(c1 εc2 + c3)

+ρm
nzce

⊕ Mm g

σmaxc

(
b/2

cosϕe

)2

(
Ym + 1

(ε−1)

)
ln
(
1 + (ε − 1) Ym

)
− Ym

h er Cemp (ε − 1)
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Fig. 4.7 – Valeur de l’intégrale
∫ 1

0

Mf (Y ) dY

1+(ε−1)Y
et modélisation.

Par analogie, la masse de semelle intrados d’une demi-aile est exprimée par :

MSI
= ρm

2

3

1

π

(
b/2

cosϕe

)2

Mchg
1

h er Cemp

(c1 εc2 + c3)max

(
nzce

	

σmaxc

,
nzce

⊕

σmaxt

)

−ρm Mm g

(
b/2

cosϕe

)2

(
Ym + 1

(ε−1)

)
ln
(
1 + (ε − 1) Ym

)
− Ym

h er Cemp (ε − 1)
max

(
nzce

	

σmaxc

,
nzce

⊕

σmaxt

)

Or, pour les avions de transports civils, les facteurs de charges extrêmes négatif nzce
	

et positif nzce
⊕ sont liés par l’expression : nzce

	 = x nzce
⊕ (avec x = −0.4 pour les

avions de transport civil FAR 25.337). La masse de la semelle intrados peut s’exprimer
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uniquement en fonction du facteur de charge extrême positif :

MSI
= ρm

2

3

1

π

(
b/2

cosϕe

)2

nzce
⊕ Mchg

1

h er Cemp

(c1 εc2 + c3)max

(
x

σmaxc

,
1

σmaxt

)

−ρm nzce
⊕ Mm g

(
b/2

cosϕe

)2

(
Ym + 1

(ε−1)

)
ln
(
1 + (ε − 1) Ym

)
− Ym

h er Cemp (ε − 1)
max

(
x

σmaxc

,
1

σmaxt

)

La masse des semelles de la voilure, est donnée par le double (il y a 2 demi-ailes) de
la somme des masses semelles intrados et extrados.

MW sem = 2
(
MSI

+ MSE

)

= ρm
4

3

1

π

(
b/2

cosϕe

)2

nzce
⊕Mchg

(c1 εc2 + c3)

h er Cemp

(
max

(
x

σmaxc

,
1

σmaxt

)
− 1

σmaxc

)

−ρm 2 nzce
⊕Mmg

(
b/2

cosϕe

)2

(
Ym + 1

(ε−1)

)
ln
(
1 + (ε − 1) Ym

)
− Ym

h er Cemp (ε − 1)
(

max

(
x

σmaxc

,
1

σmaxt

)
− 1

σmaxc

)

Cas où la semelle intrados est dimensionnée sous facteur de charge positif ( x
σmaxc

≤ 1
σmaxt

) :

MW sem = ρm

(
1

σmaxt
− 1

σmaxc

)(
4
3

1
π

(
b/2

cos ϕe

)2

nzce
⊕Mchg (c1 εc2+c3)

h er Cemp

−2 nzce
⊕Mmg

(
b/2

cos ϕe

)2 (Ym+ 1
(ε−1) ) ln

(
1+(ε−1) Ym

)
−Ym

h er Cemp (ε−1)

)

Cas où la semelle intrados est dimensionnée sous facteur de charge négatif ( x
σmaxc

≥ 1
σmaxt

).
C’est le cas du critère Barrau :

MW sem = ρm

(
x−1

σmaxc

)(
4
3

1
π

(
b/2

cos ϕe

)2

nzce
⊕Mchg (c1 εc2+c3)

h er Cemp

−2 nzce
⊕Mmg

(
b/2

cos ϕe

)2 (Ym+ 1
(ε−1) ) ln

(
1+(ε−1) Ym

)
−Ym

h er Cemp (ε−1)

)

Confrontation avec le modèle de Jan Raška [Raš00]

Jan Raška [Raš00] a développé un modèle de masse semelle analytique pour une aile
droite (corde constante C = Cemp, effilement ε = 1), sans flèche (ϕe = 0), avec une
répartition de portance constante, et une répartition massique de la même forme que
la répartition aérodynamique. Les semelles intrados et extrados sont dimensionnées en
facteur de charge positif.

Modèle Jan Raška :

MW sem = 4 αr ρm

(
1

εt
− 1

εc

)
nzce

⊕ g Mch

E

(b/2)
2

h

= αr ρm

(
1

σmaxt

− 1

σmaxc

)
b2

h er Cemp

nzce
⊕ Mch g

αr =
1

24
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Il est intéressant de confronter son modèle avec le nôtre dans les mêmes conditions.
Mis à part le choix de la répartition de portance (pour nous, elliptique), en prenant un
effilement de 1 et une flèche nulle, les modèles doivent logiquement être similaires. Le
modèle Jan Raška considère le moteur soit sur le fuselage, soit compris dans la masse de
chargement. Alors considérons notre modèle sans le terme de moment de flexion dû au
moteur :

Notre modèle : (ε = 1, ϕe = 0)

MW sem = ρm
4

3

1

π

(
b/2

cos(0)

)2

Mchg
1

h er Cemp

(0.295)

(
1

σmaxt

− 1

σmaxc

)
nzce

⊕

= ρm 0.295
1

3

1

π

(
1

σmaxt

− 1

σmaxc

)
b2

h er Cemp

nzce
⊕Mchg

Il est rassurant de trouver la même structure analytique pour les deux modèles. Néanmoins,
il faut comparer les facteurs numériques αr et 0.295 1

3
1
π .

αr = 0.0417

0.295
1

3

1

π
= 0.0313

Il y a un facteur 0.75 entre les deux expressions. Un écart de 25% existe entre les deux
modèles, ce qui peut parâıtre curieux. Mais n’oublions pas que ces modèles font l’hy-
pothèse de répartitions de portance différentes (rectangulaire pour Jan Raška et ellip-
tique pour nous). Et bien ces 25% s’explique entièrement par ce choix de répartition de
portance. En effet, considérons deux ailes rectangulaires de même portance. L’une n’est
pas vrillée et a donc une répartition de portance rectangulaire : c’est l’aile de Jan Raška.
L’autre, est vrillée de manière à obtenir une répartition de portance elliptique : c’est
notre aile (dans le cas particulier de flèche nulle et effilement de 1). L’expression des
efforts subie par un chargement elliptique a été élaborée (Appendix C, p. 203).

dPelliptique = nzce Mch g
2

π

√
1 − Y 2

Telliptique = nzce Mch g
1

2

(
1 − 2

π
Y
√

1 − Y 2 − 2

π
arcsinY

)

Mf elliptique
=

(
2

3

1

π

b/2

cosϕe
nzceMchg

)((
1 − Y 2

) 3
2 − 3

2
Y
(π

2
− Y

√
1 − Y 2 − arcsinY

))

Reste à déterminer les efforts dus à un chargement rectangulaire. Prenons la variable
sans dimension Y qui décrit l’aile de 0 (emplanture) à 1 (extrémité d’aile). Pour obtenir
la même portance que le chargement elliptique, la répartition doit être de :

dPrectangulaire = nzce Mch g
1

2

Trectangulaire =

∫ 1

Y

dPrectangulaire = nzce Mch g
1

2
(1 − Y )

On retrouve bien le demi-chargement à l’emplanture Y=0. L’expression de l’effort tran-
chant en 1

2 − 1
2Y est similaire à celui d’une répartition elliptique : c’est ce que nous avions

vu (Equation B.4, p. 191). Par conséquent, le dimensionnement des âmes d’un longeron
d’une aile à répartition rectangulaire ou elliptique, est similaire.
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Calculons maintenant le moment de flexion :

Mf rectangulaire
=

∫ 1

Y

b/2

cosϕe
(Y − 1)dPrectangulaire =

b/2

cosϕe
nzce Mch g

1

4
(1 − Y )

2

Contrairement à l’effort tranchant, le moment de flexion due à une répartition rectangu-
laire est très différent de celui d’une répartition elliptique (Figure 4.8, p. 67). La répartition
rectangulaire charge bien plus l’aile à l’extrémité que ne le fait la répartition elliptique.
Par conséquent, le moment de flexion d’une répartition rectangulaire est plus grand que
celui d’une répartition elliptique. C’est comme si la charge 1

2nzce Mch g subie par la demi-

aile à répartition rectangulaire était appliquée à une distance 1
2

b
2 du fuselage : soit à la

moitié de b
2 . Alors que pour l’aile à répartition elliptique c’est à 4

3
1
π = 42.4% de b

2 .
Conséquence sur la masse semelle ? Et bien pour une aile rectangulaire, la corde est

constante C(Y ) = C = Cemp et l’écartement h des semelles est constant le long de l’aile
h = h erC = cte. La loi de surface des semelles le long de l’aile sera donc proportion-

nelle au moment du flexion Mf (Y ) : SE =
Mf

⊕

hσmaxc
= 1

hσmaxc
Mf

⊕(Y ) Finalement, la
masse des semelles sera proportionnelle à l’intégrale du moment de flexion le long de

l’aile : MSE
=
∫ 1

0
SE(Y ) b/2

cos ϕe
dY = b/2

cos ϕe

1
hσmaxc

∫ 1

0
Mf

⊕(Y )dY (idem pour la semelle

intrados).
Or l’intégrale des moments de flexion d’une aile rectangulaire à répartition de portance

rectangulaire vaut 75% de celle à répartition elliptique :

∫ 1

0

Mf rectangulaire
dY =

∫ 1

0

b/2

cosϕe
nzce Mch g

1

4
(1 − Y )

2
dY

=
b/2

cosϕe
nzce Mch g

1

12
∫ 1

0

Mf elliptique
dY =

∫ 1

0

2

3

1

π

b/2

cosϕe
nzceMchg

( (
1 − Y 2

) 3
2

− 3
2 Y

(
π
2 − Y

√
1 − Y 2 − arcsinY

)
)

dY

=
b/2

cosϕe
nzce Mch g

1

16
∫ 1

0 Mf elliptique
dY

∫ 1

0
Mf rectangulaire

dY
=

3

4
= 75%

Par conséquent, il est normal que l’on trouve un écart de 25% entre le modèle de Jan
Raška et le nôtre. D’un point de vue masse des semelles il est donc plus intéressant d’avoir
une répartition de charge elliptique plutôt que rectangulaire.
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Fig. 4.8 – Confrontation de deux ailes de même portance : l’une a une répartition de por-

tance elliptique, l’autre a une répartition de portance rectangulaire. Les efforts tranchants res-

tent similaires mais les moments de flexion sont très différents : l’avantage d’une portance

elliptique/rectangulaire est que la portance est distribuée plus proche du fuselage ce qui fait que

les moments de flexion sont plus faibles.
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Conclusion : Modèle Masse semelles dimensionnées en contrainte

Modèle de masse semelles dimensionnées en contrainte :

h er Cemp MW sem

2ρm

(
b/2

cos ϕe

)2

nzce
⊕MchgKcrit

=
2

3

1

π

∫ 1

0

Mf(Y ) dY

1 + (ε − 1)Y

−

(
Ym + 1

(ε−1)

)
ln
(
1 + (ε − 1)Ym

)
− Ym

(ε − 1)

Mm

Mch

∫ 1

0

Mf (Y ) dY

1 + (ε − 1)Y
≈ −0.125 ε0.656 + 0.417

Mf (Y ) =
(
1 − Y 2

) 3
2 −

3

2
Y
( π

2
− Y

√
1 − Y 2 − arcsin Y

)

Kcrit = max

(
x

σmaxc
,

1

σmaxt

)
−

1

σmaxc

Variables :
b : Envergure de l’aile (distance entre les deux extrémités de la voilure) m

Cemp : Corde à l’emplanture m

er : Épaisseur relative du profil, ratio épaisseur maximale/corde

h : Écartement des semelles rapportée à l’épaisseur maximale du profil
(Table 4.3, p. 53) : h ≈ 0.93

Mch : Masse de chargement Mch = MMT OW − MF uel − MW = MF +
Mtrain + MP/L + Mm + . . . (Equation C.5, p. 214)

kg

Mm : Masse d’un moteur avionné (moteur brut + nacelle + équipements) kg
MW sem : Masse des semelles (des deux demi-ailes) kg

nzce
⊕ : Facteur de charge extrême positif nzce

⊕ ≈ 3.75

x : rapport facteur de charge négatif/positif : x = nzce
	

nzce
⊕ = −0.4 pour

les avions de transport civil FAR 25.337 et x = −0.17 pour les hales
Ym : Distance de l’attache du moteur par rapport au centre fuselage,

rapportée à la demi-envergure b
2

(Figure C.1, p. 205) : Ym = dm
b/2

ε : Effilement de la voilure, c’est-à-dire rapport entre la corde à
l’extrémité et la corde à l’emplanture

σmax : Contrainte maximale admissible : σmaxc de compression (valeur
algébrique σmaxc < 0), σmaxt de traction (Section 4.1.1, p. 49)

Nm−2

ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad
ρm : Masse volumique du matériau des semelles kg m−3

Mode d’obtention : Analytique selon les résultats de Résistance Des
Matériaux. Dimensionnement en contrainte maximale admissible σmax.

Le modèle de l’intégrale
∫ 1

0
Mf (Y ) dY
1+(ε−1)Y est identifiée avec une précision de

0.4% par rapport à l’expression analytique exacte pour ε de 0 à 1.

Précision : La rigidité en flexion est très fortement liée à l’écartement des
semelles. Par conséquent, une imprecision sur la donnée de l’épaisseur
relative er ou l’écartement adimensionné h est source d’erreurs.

Domaine de définition : Voilure trapézöıdale, avec flèche, vrillée de manière
à obtenir une répartition de portance elliptique. Effilement 0 ≤ ε ≤ 1.

Tab. 4.4 – Modèle de masse semelles dimensionnées en contrainte.
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Pour une approche “Dynamique du Vol”, nous exprimons ce modèle final en fonction
de l’allongement λ et de la surface voilure S.

La corde à l’emplanture Cemp est fonction de la surface voilure S et de l’envergure b
(Appendix A, p. 179) :

S = b Cemp
ε + 1

2
→ Cemp =

S

b

2

ε + 1

Par ailleurs l’allongement de la voilure est défini par :

λ =
b2

S

Alors la masse semelle peut également s’exprimer par :

MW sem = ρm
1

6

1

π

λ3/2 S1/2

cos2 ϕe
nzce

⊕Mchg
(ε + 1) (c1ε

c2 + c3)

h er

Kcrit

−ρm
1

4
nzce

⊕Mmg
λ3/2 S1/2 (ε + 1)

cos2 ϕe

(
Ym + 1

(ε−1)

)
ln
(
1 + (ε − 1) Ym

)
− Ym

h er (ε − 1)
Kcrit

Pour un avion de transport civil, avec des semelles en aluminium : Kcrit = 1
σmaxt

− 1
σmaxc

.

Cas de l’intrados dimensionnée en fatigue : F.Leclerc [Lec02] précise que l’in-
trados est généralement dimensionné en fatigue. Dans ce cas, la contrainte maximale
admissible à considérer est la contrainte de fatigue σa, et le facteur de charge corres-
pondant est de nz = 1. Le modèle de masse semelle selon le critère en contrainte avec
l’intrados dimensionnée en fatigue s’exprime par :

MW sem = ρm
1

6

1

π

λ3/2 S1/2

cos2 ϕe
Mchg

(ε + 1) (c1ε
c2 + c3)

h er

(
1

σa
− nzce

⊕

σmaxc

)

− ρm
1

4
Mmg

λ3/2 S1/2 (ε + 1)

cos2 ϕe

(
Ym + 1

(ε−1)

)
ln
(
1 + (ε − 1) Ym

)
− Ym

h er (ε − 1)

(
1

σa
− nzce

⊕

σmaxc

)
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SupAéro-Onéra Chapitre 4 - Masses analytiques de la structure primaire

100 200 300 400
0

100

200

300

400

500

600

700

800

  λ=15, ε=0.3, φ=0° 

  λ=15, ε=1, φ=25° 

  λ=7, ε=1, φ=25° 

  λ=7, ε=0.3, φ=25° 

  λ=15, ε=1, φ=0° 

  λ=7, ε=0.3, φ=0° 

  λ=15, ε=0.3, φ=25° 

  λ=7, ε=1, φ=0° 

 A

Surface voilure : S (m2)

5 10 15 20
0

100

200

300

400

500

600

700

800

  S=120m
2
, ε=1, φ=25° 

  S=360m
2
, ε=1, φ=25° 

  S=120m
2
, ε=0.3, φ=25° 

  S=360m
2
, ε=0.3, φ=25° 

 A

Allongement voilure : λ

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

100

200

300

400

500

600

700

800

  S=360m
2
, λ=7, φ=0° 

  S=360m
2
, λ=15, φ=25° 

  S=120m
2
, λ=15, φ=25° 

  S=120m
2
, λ=7, φ=25° 

  S=360m
2
, λ=15, φ=0° 

  S=120m
2
, λ=7, φ=0° 

  S=360m
2
, λ=7, φ=25° 

  S=120m
2
, λ=15, φ=0° 

 A

Effilement voilure : ε
0 10 20 30 40

0

100

200

300

400

500

600

700

800

  S=360m
2
, λ=7, ε=0.3 

  S=360m
2
, λ=15, ε=1 

  S=120m
2
, λ=15, ε=1 

  S=120m
2
, λ=7, ε=1 

  S=360m
2
, λ=15, ε=0.3 

  S=120m
2
, λ=7, ε=0.3 

  S=360m
2
, λ=7, ε=1 

  S=120m
2
, λ=15, ε=0.3 

 A

Flèche voilure : φ (°)

MWsem

A = _________________________       
1/(6π) nZce

+ Mch g Kcrit/(h−er)ρm

Fig. 4.9 – Comportement du modèle de masse semelle (sans la contribution moteur) :

A =
MW sem

1/(6 π)nzce
⊕Mchg Kcrit/(erh)ρm

= λ3/2S1/2

cos2 ϕe
(ε + 1) (c1ε

c2 + c3)
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4.1.2 Dimensionnement en déformation

Une voilure qui satisfait le critère de contrainte (ne rompt pas aux charges extrêmes),
donc certifiable, peut tout de même présenter en croisière (nz = 1) une déformation en
flexion très importante, qui nuit fortement aux performances de l’avion. Ce phénomène
est d’autant plus significatif que la voilure a un grand allongement λ, et est donc plus
“souple”.

Fig. 4.10 – Planeur eta (allongement λ = 51.33) : Les moments de flexion voilure

peuvent déformer considérablement l’aile. Ceci est d’autant plus remarquable sur les avions de

grand allongement λ, tels que les planeurs. (Photo : Gerhard Marzinzik - Arokurier magazine -

http ://www.leichtwerk.de/eta/en/gallery/photos.html)

Cette section propose un modèle analytique de dimensionnement des semelles en
flexion selon le critère de déformation, grâce aux résultats des Résistances Des Matériaux
(théorie des poutres).
Nous commencerons par expliciter le critère de déformation : ce critère limite la flèche

en extrémité d’aile Uzext, c’est-à-dire le déplacement vertical (selon
−→
Z ) de l’extrémité

de l’aile soumise à un moment de flexion de croisière (nz = 1).
Puis, nous serons confrontés à un problème de minimisation par rapport au calcul analy-
tique, car, contrairement au critère de contrainte, le critère de déformation n’impose pas
une surface minimale de semelle en tout point de la voilure : c’est un critère intégral et
non local. Nous serons par conséquent forcés de choisir la forme d’évolution des semelles
le long de l’aile.
Nous serons ensuite capable calculer la flèche en extrémité d’aile Uzext.
Et enfin, nous déterminerons la masse des semelles.

Nous vous proposerons alors un modèle analytique de masse semelles dimensionnées
en flexion par le critère de déformation. Nous découvrirons alors que cette masse est
inversement proportionnelle à la flèche maximale autorisée Uzmax.

Précision sur le critère de déformation

La déformation de l’aile entrâıne une baisse de portance et une trâınée parasite (Fi-

gure 4.11, p. 72), ce qui diminue sensiblement les performances de l’avion. Le critère de
déformation limite la flèche en extrémité d’aile Uzext. C’est-à-dire le déplacement vertical

(selon
−→
Z ) de l’extrémité de la voilure.

Remarque 4.5 La flèche Uz est la distance verticale entre l’aile soumise aux moments
de flexion de croisière Mf

À et l’aile au repos. Le dièdre Γ éventuel de la voilure n’entre
pas en considération ici. Si on a une voilure de dièdre Γ et que l’on désire d’autant plus
limiter la flèche à l’extrémité Uzext, il suffit d’imposer une flèche maximale admissible
Uzmax plus contraignante.
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Mf

Portance
utile

Force latérale 
inutile

Z

Uzext

Fig. 4.11 – La déformation de l’aile en flexion implique une diminution de la portance utile et

provoque une trâınée due à la force latérale inutile. Ce qui réduit les performances de l’avion.

Le critère de déformation limite la flèche en extrémité d’aile Uzext à la flèche maximale admis-

sible Uzmax. (Pour l’étude du condor, la flèche maximale admissible de Uzmax = 0.16 b
2

a été

considérée).

Uz est la valeur algébrique de la flèche des semelles selon
−→
Z . Selon les axes d’étude

choisis, Uz est négatif lorsque les semelles sont soumises à un moment de flexion Mf

positif, c’est-à-dire l’aile se lève vers le haut. La flèche Uz s’exprime grâce aux relations
de Résistance Des Matériaux par :

d2Uz(η)

dη2
= − Mf

E IY

La flèche en extrémité Uzext se calculera par la double intégration de l’équation précédente :

Uzext = Uz(η =
b/2

cosϕe
) =

∫ b/2
cos ϕe

0

∫ η

0

d2Uz

dη2
dη dη

Le critère de déformation limite la flèche en extrémité d’aile Uzext, à la flèche maxi-
male admissible Uzmax, en vol de croisière, c’est-à-dire à facteur de charge unitaire nz = 1.

|Uzext| ≤ |Uzmax|

Choix de l’évolution des semelles

Le critère de déformation est un critère intégral et non local comme l’était le critère de
contrainte. Par conséquent, le critère de déformation n’impose pas une loi d’évolution des
semelles le long de l’aile. La loi optimale, celle qui minimise la masse (donc favorable aux
performances avions), n’est donc pas imposée analytiquement. Une loi est néanmoins
nécessaire à la détermination de la masse semelle. Il faudra donc en choisir une pour
résoudre le problème.

Avant même de s’occuper des performances avion, il faut déjà se préoccuper de savoir
si celui-ci est capable de voler !. . . En ce qui concerne l’aile, avant de limiter sa déformation
en flexion, encore faut-il qu’elle ne casse pas sous les charges extrêmes, c’est-à-dire que le
critère de contrainte soit vérifié. Il faut donc que l’évolution des semelles le long de l’aile
soit au moins celle prévue par le critère de contrainte.
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Nous supposerons les surfaces semelles SE et SI , proportionnelles aux surfaces se-
melles SEσ et SIσ dimensionnées selon le critère de contrainte : (Equation 4.5, p. 59) et
(Equation 4.6, p. 60).

SE(Y ) = kdéf/σ SEσ(Y )

SI(Y ) = kdéf/σ SIσ(Y ) kdéf/σ ≥ 1

Avec le coefficient de proportionnalité kdéf/σ forcément supérieure à 1 de manière à
assurer la non-rupture de l’aile : kdéf/σ ≥ 1.

Le but est de trouver le coefficient kdéf/σ le plus faible possible (pour une masse
semelle minimale) qui satisfasse le critère de déformation.

Remarque 4.6 Le critère de performance est un critère intégral. Il n’impose pas de
loi d’évolution des surfaces semelles. Pour résoudre ce problème, il faut choisir une
loi d’évolution. Le cas d’évolution de surface semelle que nous envisageons dans ce
paragraphe pour le critère de déformation est un coefficient kdéf/σ constant le long
de la voilure, c’est-à-dire la même forme de loi d’évolution que celle imposée par le
critère de contraintea. Ce n’est certainement pas l’évolution optimale mais une solu-
tion permettant le dimensionnement en performance tout en validant le fait que le
dimensionnement en contrainte soit satisfait (kdéf/σ ≥ 1).

aJan Raška [Raš00], a montré que pour une aile rectangulaire à répartition de portance
constante (flèche ϕe = 0 et effilement ε = 1), entre la loi d’évolution des semelles imposée par
le critère de contrainte et des semelles à section constante tout le long de l’aile (la valeur à
l’emplanture pour assurer la non rupture), il y a un facteur 2

3
entre les masses semelles. La

section constante n’est vraiment pas avantageuse.

Calcul de la flèche à l’extrémité Uzext

Posons Mf
À le moment de flexion voilure pour un facteur de charge unitaire nz = 1.

Comme le moment de flexion voilure est proportionnel au facteur de charge (Equation

C.7, p. 215), il peut s’exprimer par le produit du facteur de charge et du moment de
flexion voilure unitaire :

Mf = nz Mf
À

Mf
⊕ = nzce

⊕ Mf
À

Mf
	 = nzce

	 Mf
À

Les semelles dimensionnées selon le critère de contrainte s’écrivent :

SEσ = − Mf
⊕

h σmaxc

=
Mf

À

h

nzce
⊕

−σmaxc

SIσ =
1

h
max

(
Mf

⊕

σmaxt

,
Mf

	

σmaxc

)

=
Mf

À

h
max

(
nzce

⊕

σmaxt

,
nzce

	

σmaxc

)

Calculer la flèche Uz revient à intégrer deux fois cette expression :

d2Uz(η)

dη2
= −Mf

À

E IY
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SupAéro-Onéra Chapitre 4 - Masses analytiques de la structure primaire

Pour cela, il faut connâıtre les conditions aux limites. Nous supposerons que l’aile de

l’avion est immobilisée en rotation selon
−→
Y (dωY

dη =
Mf

À

E IY
) et en levée selon

−→
Z (Uz) au

niveau de la liaison fuselage (Y = 0).

Uz(η = 0) = 0

ωY (η = 0) = −dUz

dη
(η = 0) = 0

Pour intégrer la flèche Uz il faut d’abord calculer le moment quadratique IY :

IY = h2 SISE

SE + SI

= h2
k2
déf/σSIσSEσ

kdéf/σSEσ + kdéf/σSIσ

= h2 kdéf/σ

(
Mf

À

h

)2
nzce

⊕

−σmaxc
max

(
nzce

⊕

σmaxt
, nzce

	

σmaxc

)

Mf
À

h

(
nzce

⊕

−σmaxc
+ max

(
nzce

⊕

σmaxt
, nzce

	

σmaxc

))

= h kdéf/σ Mf
À




nzce
⊕

−σmaxc
max

(
nzce

⊕

σmaxt
, nzce

	

σmaxc

)

nzce
⊕

−σmaxc
+ max

(
nzce

⊕

σmaxt
, nzce

	

σmaxc

)




︸ ︷︷ ︸
K�

= h kdéf/σ K� Mf
À

Par conséquent, l’expression à intégrer pour calculer la flèche Uz est :

d2Uz(η)

dη2
= −Mf

À

E IY

= − Mf
À

E h kdéf/σ K� Mf
À

= − 1

E kdéf/σ K�
1

h(Y )

= − 1

E kdéf/σ K� h er Cemp

1

1 + (ε − 1)Y
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Afin de faciliter le calcul analytique, nous effectuons un changement de variable :

Uz(η) =

∫ η

0

∫ η̄

0

d2Uz

dη̂2
dη̂ dη̄

η =
y

cosϕe
et y = Y

b

2

dη =
b/2

cosϕe
dY

Uz(Y ) =

∫ Y

0

∫ Ȳ

0

d2Uz(Y )

dη̂2

(
b/2

cosϕe

)2

dŶ dȲ

=

(
b/2

cosϕe

)2 ∫ Y

0

∫ Ȳ

0

d2Uz(Y )

dη̂2
dŶ dȲ

=

(
b/2

cosϕe

)2 −1

E kdéf/σ K� h er Cemp

∫ Y

0

∫ Ȳ

0

dŶ

1 + (ε − 1) Ŷ
dȲ

Calcul de la double intégrale
∫ Y

0

∫ Ȳ

0
dŶ

1+(ε−1) Ŷ
dȲ :

∫ Ȳ

0

dŶ

1 + (ε − 1) Ŷ
=

1

(ε − 1)

∫ Ȳ

0

(ε − 1)
dŶ

1 + (ε − 1) Ŷ

=
1

(ε − 1)

[
ln
(
1 + (ε − 1)Ŷ

)]Ȳ
0

=
1

(ε − 1)
ln
(
1 + (ε − 1)Ȳ

)

∫ Y

0

∫ Ȳ

0

dŶ

1 + (ε − 1) Ŷ
dȲ =

1

(ε − 1)

∫ Y

0

ln
(
1 + (ε − 1)Ȳ

)
dȲ

Ce calcul peut s’effectuer par une “intégration par partie” :
∫

u′v = [uv] −
∫

v′u avec

{
u′=dȲ u =Ȳ

v =ln
(
1 + (ε − 1)Ȳ

)
v′= (ε−1) dȲ

1+(ε−1)Ȳ

La double intégrale s’exprime finalement par :
∫ Y

0

∫ Ȳ

0

dŶ

1 + (ε − 1) Ŷ
dȲ =

1

(ε − 1)

([
Ȳ ln

(
1 + (ε − 1)Ȳ

)]Y
0
−
∫ Y

0

(ε − 1) Ȳ dȲ

1 + (ε − 1) Ȳ

)

=
1

(ε − 1)




Y ln (1 + (ε − 1)Y )

−
∫ Y

0

1 + (ε − 1) Ȳ

1 + (ε − 1) Ȳ︸ ︷︷ ︸
1

dȲ −
∫ Y

0
−1

1+(ε−1) Ȳ
dȲ




=
1

(ε − 1)

(
Y ln (1 + (ε − 1)Y ) − Y +

ln (1 + (ε − 1)Y )

(ε − 1)

)

Finalement, la flèche Uz(Y ) de l’aile soumise au moment de flexion voilure est donnée
par :

Uz(Y ) =
−
(

b/2
cos ϕe

)2

E kdéf/σ K� h er Cemp

1

(ε − 1)

(
Y ln (1 + (ε − 1)Y ) − Y +

ln (1 + (ε − 1)Y )

(ε − 1)

)
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La flèche en extrémité d’aile Uzext est la flèche à Y = 1 :

Uzext = Uz(Y = 1)

=
−
(

b/2
cos ϕe

)2

E kdéf/σ K� h er Cemp

1

(ε − 1)

(
ln ε − 1 +

ln ε

(ε − 1)

)

Uzext = −
(

b/2

cosϕe

)2
1

E kdéf/σ K� h er Cemp

1

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)

Selon la convention des axes choisie, on retrouve bien, pour notre cas de croisière étudié
(nz = 1) que la flèche en extrémité d’aile est négative Uzext > 0, c’est-à-dire que l’aile se
soulève.

Remarque 4.7 Le cas que nous étudions est la croisière (nz = 1). Cependant, il est
intéressant de connâıtre la flèche Uzext sous facteur de charge nz. En fait, l’expression
de la flèche sous facteur de charge est tout simplement proportionnelle à celle en
croisière à nz = 1. Le coefficient de proportionnalité étant nz :

Uzext = −
(

b/2

cos ϕe

)2
nz

E kdéf/σ K� h er Cemp

1

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)

Cela vient du fait que l’on n’intègre pas Mf
À mais Mf = nzMf

À.

Ramenons cette dernière expression en fonction de l’allongement λ = b2

S et de la
surface voilure S = Cemp b ε+1

2 : formulation propice aux études de Dynamique du Vol.

Uzext = −
(

b/2

cosϕe

)2
1

E kdéf/σ K� h er Cemp

1

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)

= −λS
1

4

1

cos2 ϕe

1

E kdéf/σ K� h er

√
λS (ε + 1)

2S

1

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)

= −λ
3
2

√
S

1

8

1

cos2 ϕe

1

E kdéf/σ K� h er

(ε + 1)

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)

Imposer un angle de levée voilure Uzmax

b/2 au lieu d’une flèche maximale Uzmax rend

le critère plus homogène vis-à-vis de l’ensemble des avions (Figure 4.12, p. 77)6

Dans ce cas, l’angle de levée voilure Uzmax

b/2 s’exprime par :

Uzext

b/2
=

Uzext

1
2

√
λS

= −λ
1

4

1

cos2 ϕe

1

E kdéf/σ K� h er

(ε + 1)

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)

En prenant un effilement de ε = 1 et une flèche nulle ϕe = 0, c’est-à-dire une aile
rectangulaire, on retrouve la même expression que celle donnée par Jan Raška pour les
avions Hale [Raš00].

6Imposer un angle de levée est un critère cohérent pour l’étude d’un type d’avion. La figure illustrant
nos propos, est donnée pour son caractère pédagogique : il est bien évident qu’on n’aura pas forcément
les mêmes exigences entre un Airbus et un planeur !
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Uzext,1

Uzext,2

b1/2

b2/2

χ

χ
tan χ =              =

Uzext,1 Uzext,2

b1/2 b2/2

Fig. 4.12 – La flèche maximale admissible Uzmax imposée pour une voilure de petite envergure

est bien évidemment plus faible que celle d’une aile de grande envergure. Par contre, l’angle de

levée voilure Uzext
b/2

reste logiquement similaire pour ces deux voilures. Lors d’une étude d’avion

Hale [Raš00], l’angle de levée voilure avait été fixée à Uzmax
b/2

= 0.16.

Ce qu’il faut retenir 4.1 L’angle de levée voilure Uzext
b/2

est proportionnelle à l’al-
longement λ de la voilure. Par conséquent, les voilures de très grand allongement ont
une déformation en flexion plus prononcée. C’est le cas des planeurs, des Hales, . . . Le
dimensionnement des semelles longeron de ces voilures sera fait davantage selon le
critère de déformation que selon le critère de contrainte.

Ce qu’il faut retenir 4.2 L’angle de levée voilure Uzext
b/2

décrôıt fortement lorsque

l’effilement ε augmente de ε = 0 (aile triangulaire) jusqu’à ε = 0.22, puis crôıt de
ε = 0.22 à ε = 1 (aile rectangulaire). Les avions de transports civils ont des effilements
de l’ordre de ε = 0.3 donc proche du minima en effilement (Figure 4.13, p. 78).

Masse des semelles selon le critère de déformation

Le critère de déformation limite la flèche en bout d’aile Uzext à la flèche maximale
admissible Uzmax :

|Uzext| ≤ |Uzmax|

kdéf/σ ≥ 1∣∣∣Uzmax

b/2

∣∣∣
λ

1

4

1

cos2 ϕe

1

E K� h er

(ε + 1)

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)

Pour minimiser la masse semelle, il faut que kdéf/σ soit le plus petit possible. Mais
attention il faut tout de même assurer le critère de non rupture : kdéf/σ ≥ 1.

kdéf/σ =
1∣∣∣Uzmax

b/2

∣∣∣
λ

1

4

1

cos2 ϕe

1

E K� h er

(ε + 1)

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)
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0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0.88

0.9

0.92

0.94

0.96

0.98

1

Effilement voilure : ε

 (ε + 1)
(ε − 1)

 (  ε lnε
(ε − 1)

 − 1 ) ____   ____

Influence de l’effilement sur la masse semelle
Critère de Déformation

Fig. 4.13 – Rôle de l’effilement sur l’angle de levée voilure Uzext
b/2

. Les avions de transports civils

(ε = 0.3) sont proches du minima.

Maintenant que le coefficient de proportionnalité kdéf/σ nécessaire pour satisfaire le critère
de déformation, a été déterminé, la masse des semelles MW sem peut être calculée.

MW sem = ρm

∫
(SE + SI)dη

= kdéf/σ ρm

∫
(SEσ + SIσ)dη

Ainsi la masse des semelles dimensionnées en déformation MW
déf
sem = ρm

∫
(SE +SI)dη est

proportionnelle à la masse des semelles dimensionnées en contrainte MW
σ
sem = ρm

∫
(SEσ+

SIσ)dη (avec l’hypothèse d’une loi d’évolution des surfaces semelles proportionnelle à celle
nécessaire en contrainte).

MW
déf
sem = kdéf/σ MW

σ
sem

De même, la flèche en extrémité d’aile Uzσ
ext, d’une voilure dont les semelles sont dimen-

sionnées en contrainte, en croisière (nz = 1) est proportionnelle à la flèche en extrémité
d’aile Uzdéf

ext d’une voilure à semelles dimensionnées en déformation.

Uzdéf
ext = −

(
b/2

cosϕe

)2
1

E kdéf/σ K� h er Cemp

1

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)

=
Uzσ

ext

kdéf/σ

Ainsi plus on désire limiter la flèche de l’aile, plus cela coûte cher en masse et c’est
inversement proportionnel.

MW
déf
sem︸ ︷︷ ︸

↗

Uzdéf
ext︸ ︷︷ ︸

↘

= MW
σ
sem Uzσ

ext︸ ︷︷ ︸
cte
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Conclusion : Modèle masse semelles dimensionnées en déformation

Modèle de masse semelles dimensionnées en déformation :

MW
déf
sem = kdéf/σ MW

σ
sem

kdéf/σ =
1∣∣∣Uzmax

b/2

∣∣∣
λ

1

4

1

cos2 ϕe

1

E K� h er

(ε + 1)

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)

K� =
nzce

⊕

−σmaxc

max
(

σmaxc
σmaxt

, x
)

max
(

σmaxc
σmaxt

, x
)
− 1

Variables :
E : Module d’Young du matériau des semelles (ou module longitudinal

équivalent si composites)
Nm−2

er : Épaisseur relative du profil, ratio épaisseur maximale/corde

h : Écartement des semelles rapportée à l’épaisseur maximale du profil :
h ≈ 0.93 (Table 4.3, p. 53)

MW
déf
sem : Masse des semelles dimensionnées en déformation kg

MW
σ
sem : Masse des semelles dimensionnées en contrainte (Table 4.5, p. 79) kg

nzce
⊕ : Facteur de charge extrême positif nzce

⊕ = 1.5 nzcl
⊕ ≈ 3.75∣∣∣Uzmax

b/2

∣∣∣ : Angle de levée voilure (Figure 4.12, p. 77) maximal admissible,
c’est-à-dire rapport de la flèche en extrémité d’aile maximal admis-
sible Uzmax et de la demi-envergure b/2.

x : Rapport du facteur de charge extrême négatif/positif : x = nzce
	

nzce
⊕ =

−0.4 pour les avions de transport civil (-0.17 pour les Hales).
ε : Effilement de la voilure (rapport des cordes extrémité/emplanture)

ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad

λ : Allongement de la voilure λ = b2

S
σmax : Contrainte maximale admissible : σmaxc de compression (valeur

algébrique σmaxc < 0), σmaxt de traction (Section 4.1.1, p. 49)
Nm−2

Mode d’obtention : Analytique selon les résultats de Résistance Des
Matériaux. Dimensionnement en déformation : limite l’angle de levée voi-

lure
∣∣∣Uzmax

b/2

∣∣∣. La surface des semelles est supposée proportionnelle à la

surface des semelles dimensionnées en contrainte. Le coefficient de propor-
tionnalité est kdéf/σ et doit vérifier kdéf/σ ≥ 1.

Précision : La principale source d’erreur qu’il peut y avoir entre ce modèle
et les données expérimentales sera sans doute liée au choix de la loi
d’évolution des semelles le long de l’aile (proportionnelle à celle imposée
par le critère de contrainte). La loi choisie n’est peut-être pas “la loi”
optimale qui minimise la masse mais une loi qui assure la non-rupture de
l’aile aux charges extrêmes et qui permet de résoudre le problème de masse
semelle selon le critère de déformation.

Domaine de définition : Voilure trapézöıdale, avec flèche, vrillée de manière
à obtenir répartition de portance elliptique. Effilement 0 ≤ ε ≤ 1.

Tab. 4.5 – Modèle de masse semelles dimensionnées en déformation.
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4.2 Âme de longerons dimensionnée en cisaillement

Dans la section précédente, la masse des semelles a été déterminée. Pour connâıtre
la masse du longeron, il ne reste plus qu’à déterminer la masse de l’âme : c’est l’objet
de cette section. Toujours dans l’optique d’une approche analytique, nous allons dimen-
sionner l’âme en cisaillement, à l’aide des résultats de Résistance Des Matériaux. Nous
commencerons par expliciter le critère de dimensionnement selon les exigences de la
norme FAR 25. Puis nous dimensionnerons l’âme en cisaillement ce qui permettra d’ex-
primer la loi de surface de l’âme Sâme(η) le long de l’aile. Et enfin, par intégration, nous
en déduirons la masse de l’âme MW âme.

%&'(

)

*+,-./01234,

56678998:;<=:;9

>

Fig. 4.14 – Âme du longeron de surface Sâme définie dans la section RDM c’est-à-dire perpen-

diculaire à l’axe élastique η.

4.2.1 Exigences FAR 25 et critère de dimensionnement

Nous avons vu (Section 4.1.1, p. 45) que la norme FAR 25 impose la non rupture de la
structure aux charges extrêmes (FAR 25.305) et en fatigue (FAR 25.571). La contrainte
maximale admissible, à ne pas dépasser en aucun point de l’âme, est soit la contrainte
de rupture statique quand l’aile est soumise aux charges extrêmes, soit la contrainte de
rupture en fatigue pour un nombre donné de cycles de croisière (nz = 1).

Rupture statique :

nz = nzce → τmax =
τrupt

αs

Rupture en fatigue :

nz = 1 → τmax = τa

De manière à garder le plus longtemps possible une approche à caractère général, nous
expliciterons σmax et nz dans nos calculs qu’à la fin.
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Alliage Désignation σrupt τrupt
τrupt

σrupt

Aluminium AU4G-T4 300 260 0.87
AU4G1-T3 485 280 0.58
AU4G1-T4 470 285 0.61
AU4G1-T6 475 283 0.60
AU4G1-T81 (trempé écroui à 1% revenu) 480 295 0.61
AU2GN-T6 440 260 0.59
AU4SG-T6 490 280 0.57

Alu/Lithium CP274 460 270 0.59
Titane TA5E (recuit) 900 520 0.58

TA6V (recuit) 1000 540 0.54
TA6V (trempé + revenu) 1170 760 0.65
TA6V6E (trempé + revenu) 1250 760 0.61

Tab. 4.6 – La contrainte de rupture en cisaillement des alliages métalliques est de l’ordre
de 60% de la contrainte de rupture en traction : τrupt ≈ 0.6 σrupt. Pour les matériaux
composites, tout dépend de l’orientation des fibres choisie.

Rappelons le cadre de notre étude : nous modélisons le caisson travaillant par un
ensemble de systèmes indépendants reprenant chacun un type d’effort spécifique. Les
semelles qui reprennent les moments de flexion, l’âme qui reprend le cisaillement, et la
peau qui reprend la torsion. Ainsi l’âme est supposée reprendre du cisaillement pur. Le
critère de Von Mises appliqué à l’âme permet d’écrire :

√
τ2
âme + σ2

âme︸︷︷︸
=0

= |τâme| ≤ τmax

C’est donc ce critère que nous allons appliquer pour déterminer la surface de l’âme.

4.2.2 Surface de l’âme Sâme

L’âme est soumise à l’effort tranchant voilure T (Y ) (somme des forces verticales
aérodynamiques et massiques) (Equation C.6, p. 215).

T (Y ) = − (nzce Mch g) T (Y ) +

{
0 si Y > Ym,

nzce Mm g si Y ≤ Ym.

La contrainte τâme subie par l’âme est donnée par :

τâme =
T

Sâme

En tout point de la voilure, la contrainte τ = |τâme| ne doit pas excéder la contrainte
maximale admissible τmax :

τ ≤ τmax

Sâme ≥ |T |
τmax
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La loi d’évolution optimale (qui minimise la masse de l’âme) de la surface de l’âme

Sâme(Y ) est donnée par l’égalité Sâme = |T |
τmax

:

Sâme(Y ) =
nzg

τmax

(
Mch

1

2

(
1 − 2

π
Y
√

1 − Y 2 − 2

π
arcsinY

)
−
{

0 si Y > Ym,

Mm si Y ≤ Ym.

)

Remarque 4.8 Une telle loi d’évolution de surface de l’âme n’est peut être pas facile à
réaliser en pratique car parâıt compliquée analytiquement. Une loi linéaire plus simple
peut être considérée : − 1

2
Y + 1

2
au lieu de 1

2

(
1 − 2

π
Y

√
1 − Y 2 − 2

π
arcsin Y

)
. Ce

serait la forme d’évolution imposée par un chargement constant de la voilure (et non
elliptique). Nous avons vu (Equation B.4, p. 191) qu’une telle loi augmente très peu la
masse de l’âme : erreur de 3.8% entre les deux. Et considérer la droite −0.562 Y + 1

2

revenait à une erreur de 0.68% sur la masse de l’âme.

4.2.3 Masse de l’âme MW âme

La masse de l’âme des 2 demi-ailes est donnée par le double de l’intégration7 le long
de l’axe élastique de la surface de l’âme.

MW âme = 2ρm

∫ η=
b/2

cos ϕe

η=0

Sâmedη

= 2ρm
b/2

cosϕe

∫ Y =1

Y =0

Sâme(Y )dY

= 2ρm
b/2

cosϕe

nzg

τmax




Mch
1
2

∫ Y =1

Y =0

(
1 − 2

π Y
√

1 − Y 2 − 2
π arcsinY

)
dY

−Mm

∫ Y =Ym

Y =0 dY




= 2ρm
b/2

cosϕe

nzg

τmax

(
Mch

2

4

3

1

π
− Mm Ym

)

Finalement la masse de l’âme dimensionnée en cisaillement s’exprime par :

MW âme = 2ρm
b/2

cosϕe

nzg

τmax

(
Mch

2

3

1

π
− Mm Ym

)

Remarque 4.9 Cette expression est donnée pour un bi-moteurs, mais il est très facile
de la transformer pour qu’elle soit valable pour un quadri-moteurs. Soit Ym1 la position
du premier moteur et Ym2 celle du deuxième moteur, alors la masse de l’âme est donnée
par :

MW âme = 2ρm
b/2

cos ϕe

nzg

τmax

(
Mch

2

3

1

π
− Mm1 Ym1 − Mm2 Ym2

)

7Calcul validé par Maple
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Modèle de masse de l’âme dimensionnée en cisaillement :

MW âme = ρm

√
λ S

1

cosϕe

nzg

τmax

(
Mch

2

3

1

π
− Mm Ym

)

Variables :
b : Envergure c’est-à-dire distance entre les deux extrémités de la

voilure
m

g : Constante de gravité g = 9.81 m s−2 m s−2

Mch : Masse de chargement voilure (Equation C.5, p. 214) :
Mch = MMT OW − MF uel − MW = MF + Mtrain + MP/L + Mm + . . .

kg

Mm : Masse d’un moteur avionné (masse du moteur brut, de sa nacelle,
de ses équipements hydrauliques . . . )

kg

MW âme : Masse de l’âme (des deux demi-ailes) kg
nz : Facteur de charge. Il faut considérer soit le facteur de charge

extrême FacteurCharge = nzce et la contrainte de rupture
τmax =

τrupt

αs
, soit un facteur de charge unitaire (croisière) nz = 1

et une contrainte maximale de fatigue τmax = τa.
nzce : Facteur de charge extrême nzce = 1.5 nzcl ≈ 3.75

S : Surface voilure m2

Ym : Distance de l’attache du moteur par rapport au centre fuselage,
rapportée à la demi-envergure b

2
(Figure C.1, p. 205) : Ym ≈ 1

3
ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad

λ : Allongement de la voilure λ = b2

S
τmax : Contrainte de cisaillement maximale admissible Nm−2

τa : Contrainte de rupture en fatigue de cisaillement : déterminée par
les courbes de Woelher

Nm−2

τrupt : Contrainte de rupture statique cisaillement laboratoire Nm−2

αs : Coefficient de sécurité matériaux pour tenir compte de la disper-
sion des caractéristiques entre matériau laboratoire/industriel et
de l’usinage (trous. . . ). Valeur conseillée : αs = 1.64 (Appendix
J, p. 305).

ρm : Masse volumique du matériau de l’âme (Appendix J, p. 305) kg m−3

Mode d’obtention : Analytique selon les résultats de Résistance Des
Matériaux. Dimensionnement en cisaillement : Prendre le cas le plus di-
mensionnant entre la rupture statique (nz = nzce et τmax =

τrupt

αs
) et

rupture en fatigue (nz = 1 et τmax = τa).

Précision : Résolution exacte analytique, donc si erreur il y a, c’est dans la
modélisation : la manière de poser le problème.

Domaine de définition : Voilure avec (ou sans) flèche, à répartition de por-
tance elliptique (vrillage adéquat).

Tab. 4.7 – Modèle de masse de l’âme dimensionnée en cisaillement.
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4.3 Peau du revêtement dimensionnée en torsion

Lorsque le pilote déplace le manche à droite, l’avion doit basculer à droite (et in-
versement pour le manche à gauche). Dans le cas contraire, il y aurait une inversion de
gouvernes, l’avion serait impilotable et ne serait pas certifié.

Les ailes d’un avion étant souples, le moment de torsion provoqué par le braquage
des gouvernes de roulis, déforme la voilure en torsion, diminuant ainsi l’efficacité des
gouvernes. Le revêtement, qui reprend l’essentiel des moments de torsion voilure, doit
être dimensionné en conséquence afin d’assurer une efficacité minimale. C’est l’objet de
cette section.

La norme FAR 25.349 requiert un taux de roulis minimal, par rapport à celui obtenu
à la vitesse de manœuvre de conception VA avec les gouvernes de roulis en butée, pour
deux vitesses de vol données : la vitesse de croisière VC et la vitesse maximale du domaine
de vol VD.

Deux types de dimensionnements sont envisageables : un dimensionnement en rup-
ture (la peau est dimensionnée de manière à ce que les contraintes qu’elle subit soit
inférieure à la contrainte de rupture) et un dimensionnement en déformation (la peau est
dimensionnée de manière à limiter la déformation de l’aile en torsion) pour chacune des
vitesses VC et VD.

Dimensionnement en contrainte : La torsion naturelle de l’aile à la vitesse VC (ou
VD) sous facteur de charge nz, ajoutée à celle provoquée par le braquage des gou-
vernes de roulis, engendrent des contraintes dans le revêtement qui doivent rester
admissibles. Le critère de dimensionnement en contrainte, assure simplement que
l’aile ne rompt pas sous ces charges mais n’assure pas que l’efficacité des gouvernes.

Dimensionnement en déformation : Le revêtement est supposé ne pas rompre sous
les charges qu’il subit. Il est dimensionné par le critère de déformation qui, en
limitant la déformation en torsion de l’aile provoquée par le braquage des gouvernes,
assure l’efficacité des gouvernes de roulis.

Nous commencerons par étudier le dimensionnement en déformation puis nous trai-
terons le cas du dimensionnement en contrainte. Nous verrons alors que c’est le critère
de déformation qui est dimensionnant pour le revêtement. C’est-à-dire qu’un dimension-
nement en déformation suffit à satisfaire le critère de contrainte.

4.3.1 Dimensionnement en déformation

Dans cette section, nous commencerons d’abord par expliciter le critère de la norme
FAR 25.349, puis nous calculerons le moment de roulis dû au braquage des gouvernes,
ensuite nous résoudrons analytiquement le dimensionnement du revêtement (pour un
gradient de torsion constant et ensuite pour une épaisseur de peau constante). Pour fi-
nir, quelques applications numériques (optimisation de l’évolution d’épaisseur de peau
du revêtement le long de l’aile) sur une aile d’avion de type A300, apporteront un
complément aux résultats analytiques : nous verrons qu’une épaisseur de peau constante
le long de l’aile donne des résultats satisfaisants et permet une résolution analytique de
la masse de revêtement. Nous justifierons également l’hypothèse faite pour la résolution
analytique, de négliger la flexion due au braquage des gouvernes : nous verrons que pour
les avions de transport civil (flèche rarement supérieure à 40

�
), cette hypothèse semble

justifiée.
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Exigences de la norme FAR 25

Dans ce paragraphe, nous exposerons et expliciterons le critère de la norme relative au
dimensionnement du revêtement. Ce critère impose une efficacité minimale des gouvernes
de roulis. D’une manière générale, la norme FAR 25.253(a.3) impose que les gouvernes
soient toujours efficaces, c’est-à-dire que lorsque le pilote pousse le manche à gauche,
l’avion bascule à gauche (et inversement pour le manche à droite). Plus précisément, la
norme FAR 25.349 définit une efficacité minimale à respecter pour deux vitesses de vol
particulières : la vitesse de croisière VC et la vitesse maximale du domaine de vol VD.

Dans le cas d’un dimensionnement en déformation, cas que nous étudions, nous sup-
posons que la voilure est capable de supporter les contraintes qu’elle subit, et nous nous
soucions seulement de l’efficacité des ailerons. (Mais nous verrons qu’un élément est di-
mensionné en déformation, implicitement il l’est généralement en contrainte aussi).

L’article de la norme FAR 25 imposant l’efficacité minimale des gouvernes de roulis
est le suivant :

“(a) Maneuvering. The following conditions, speeds, and aileron deflections
(except as the deflections may be limited by pilot effort) must be considered
in combination with an airplane load factor of zero and of two-thirds of the
positive maneuvering factor used in design. In determining the required ai-
leron deflections, the torsional flexibility of the wing must be considered in
accordance with Sec. 25.301(b) :

(1) Conditions corresponding to steady rolling velocities must be investigated.
In addition, conditions corresponding to maximum angular acceleration
must be investigated for airplanes with engines or other weight concen-
trations outboard of the fuselage. For the angular acceleration conditions,
zero rolling velocity may be assumed in the absence of a rational time
history investigation of the maneuver.

(2) At VA, a sudden deflection of the aileron to the stop is assumed.

(3) At VC , the aileron deflection must be that required to produce a rate of
roll not less than that obtained in paragraph (a)(2) of this section.

(4) At VD, the aileron deflection must be that required to produce a rate of
roll not less than one-third of that in paragraph (a)(2) of this section.

”

- FAR 25.349(a) Rolling Conditions [FAA03] -

VA Design Maneuvering Speed.
√

nzclVS1 = VA ≤ VC

VC Design Cruise Speed
VD Design Dive Speed. VC ≤ 0.8 VD

Tab. 4.8 – Définition des vitesses : FAR 25.335 Design Airspeed (Appendix I, p. 293)

Ainsi en mettant le manche en butée δlmax à la vitesse de manœuvre VA (au facteur
de charge nz = 0 ou nz = 2

3nzcl), l’avion prend une vitesse de roulis pA. Pour être certifié,
l’avion doit être capable d’au moins atteindre cette vitesse de roulis par braquage des
ailerons δl à la vitesse VC et 1

3 de pA à la vitesse VD (pour ces deux facteurs de charges).

pC ≥ pA

pD ≥ 1

3
pA (4.8)
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Traduisons ce que cela implique. L’étude du vol latéral permet d’écrire8 :

Aṗ − (B − C)qr − E(ṙ + rq) = 1
2ρ V 2

a S ` Cl

Dans notre cas de manœuvre de roulis (r = q = 0), ailerons braqués, en vol équilibré
(ṗ = 0) l’équation précédente se simplifie :

Cl = 0

= Clβ β︸ ︷︷ ︸
=0

+Clp
p`

V
+ Clr

r`

V︸ ︷︷ ︸
=0

+Clδl δl + Clδn δn︸ ︷︷ ︸
=0

= Clp
p`

V
+ Clδl δl

Finalement la vitesse angulaire de roulis est donnée par :

p = −Clδl

Clp

δl

`
V

Le coefficient Clp peut s’évaluer à l’aide de la théorie de la ligne portante par :

Clp = −π

8

λ3

4 + λ
< 0

Nous supposerons Clp constant pour un avion donné quelle que soit sa configuration de
vol. Par contre le coefficient Clδl varie selon le point de vol et ce, à cause de la déformation
de l’aile lors du braquage des ailerons par les phénomènes décris précédemment. Il s’ex-
prime en fonction du moment de roulis M t

xb
dont l’expression sera explicité dans le

paragraphe qui suit.

M t
xb

= 1
2ρ V 2

a S ` Clδl δl

Clδl δl =
M t

xb
(δl)

1
2ρ V 2

a S `

Remarque 4.10 Le moment total de roulis est proportionnel au braquage des gou-
vernes δl. Par conséquent, on retrouve bien le résultat intuitif que le coefficient Clδl ne
dépende pas du braquage δl.

Reprenons le critère de la norme sur le taux de roulis (Equation 4.8, p. 85). Le critère de
la norme se traduit donc par :

pA = −Clδl(A)

Clp

δlmax

`
VA

≤ pC = −Clδl(C)

Clp

δlmax

`
VC

≤ 3 pD = −3
Clδl(D)

Clp

δlmax

`
VD

8C’est l’application du principe fondamental de la dynamique : la somme des moments appliqués

à l’avion selon
−→
Xb. Pour le détail de l’établissement des équations de dynamique du vol, se référer à

[Boi98]. A, B, C, E sont des composantes de la matrice d’inertie de l’avion. p, q, r sont respectivement
les vitesses angulaires de roulis, tangage et lacet, β l’angle de dérapage, δl la commande de roulis, δn la
commande de lacet.
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4.3 Peau du revêtement dimensionnée en torsion SupAéro-Onéra

Remarque 4.11 Un braquage maximal des gouvernes δlmax a été considéré pour les
cas de vol à VC et VD. Braquer les gouvernes en butée à ces vitesses élevées peut
parâıtre curieux. Ce serait le cas le plus critique où il faille en arriver à un tel bra-
quage pour assurer le taux de roulis requis. Sans cette démarche, il manque une
information pour dimensionner la peau du revêtement : on introduit des inconnues
supplémentaires δlC et δlD, donc il faut des équations supplémentaires pour pouvoir
résoudre le problème. . . Choses que nous n’avons pas.

Finalement, il faudra donc vérifier que :

−Clδl(A) VA ≤ −Clδl(C) VC

−Clδl(A) VA ≤ −3 Clδl(D) VD (4.9)

Nous venons donc d’expliciter le critère d’efficacité minimale des gouvernes de roulis.
Celui-ci dépend du moment de roulis M t

xb
que nous allons exprimer dans le paragraphe

qui suit.

Moment de roulis du aux braquages de gouvernes δl

Dans ce paragraphe, nous établirons l’expression du moment de roulis M t
xb

que subit
l’avion lors du braquage de ses gouvernes δl. Nous décomposerons ce moment en un mo-
ment de roulis rigide Mδl (moment de roulis que subirait l’avion si celui-ci était rigide) et
un moment de roulis souple M∆Fz (supplément de moment de roulis due à la déformation
des ailes).

M t
xb

= Mδl + M∆Fz (4.10)

Ce moment total de roulis M t
xb

sert à qualifier l’efficacité des gouvernes, et nous servira
donc, dans les paragraphes qui suivront, à dimensionner le revêtement.

Moment rigide de roulis : Soit un avion dont le pilote incline le manche, à gauche
par exemple : δl > 0. L’aileron droit s’abaisse créant localement une force de portance

-Fδl

Fδl

∆Fz

∆Fz

Lδl

zb

yb

Fig. 4.15 – Le pilote incline le manche à gauche : δl > 0. L’aileron droit s’abaisse alors que le

gauche se lève, créant un moment de roulis négatif. L’avion tourne autour de l’axe −xb.

−Fδl à une distance Lδl du centre du fuselage. Inversement, l’aileron gauche se lève créant
localement une force déportante Fδl.

Fδl = 1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl
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Ce braquage d’ailerons provoque un moment de roulis Mδl selon l’axe du fuselage9 −→xb :

Mδl = −2 Lδl Fδl

= −2 Lδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl (4.11)

C’est le moment qui permettrait de prendre de l’accélération de roulis si l’avion était
rigide. Nous appellerons ce moment Mδl, moment rigide de roulis.

Moment souple de roulis : En réalité les ailes sont souples et se déforment, à la fois
en torsion et en flexion, sous l’application des forces Fδl. Cette déformation modifie les
incidences locales le long de toute l’aile et crée ainsi une nouvelle répartition de portance,
soit un moment de roulis également. Ce moment de roulis créé par cette déformation est
dit moment souple de roulis M∆Fz .

Le moment souple de roulis M∆Fz est liée à la torsion et à la flexion de l’aile provoquée
par le braquage des ailerons. Son expression analytique fera donc apparâıtre deux termes :
l’un de torsion, l’autre de flexion.

Déformation en Torsion : L’aileron étant généralement placé sur le bord de fuite,
c’est-à-dire éloigné du centre de torsion Ct du caisson travaillant, son braquage crée un
moment de torsion Mt par rapport à l’axe élastique.

Ct

Fδl

dδl

δl

Force induite par le 
braquage de l'aileron

Fig. 4.16 – Moment de torsion induit par le braquage des ailerons. La détermination de la

position du foyer de l’aileron est développée au (Appendix H, p. 285).

Mt = dδl Fδl

= dδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl

(et un moment Mt = −dδl Fδl pour l’autre aile).
Ce moment de torsion Mt appliqué en bout d’aile (là où est l’aileron) va déformer en
torsion la voilure, c’est-à-dire faire tourner toutes les sections d’un angle θη. donné par
la relation :

dθη

dη
=

Mt

GJ

9Selon le repère Rb lié à l’avion [Boi01, Boi98]. −→xb est l’axe élément du plan de symétrie de l’avion,
orienté vers l’avant. L’axe −→zb , perpendiculaire, est également dans le plan de symétrie de l’avion mais
orienté vers le ventre de l’avion. −→yb étant porté par l’aile droite. Ainsi un avion dont l’aile droite s’enfonce
et l’aile gauche se lève est en roulis positif.
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G étant le module de cisaillement10 du matériau utilisé pour le revêtement, J étant la
constante de rigidité11 en torsion du caisson, et η l’ordonnée selon l’axe élastique (Figure

4.17, p. 90).

Pour une force Fδl vers le haut (aileron baissé), le moment de torsion créé tendra à
faire “piquer” les profils aérodynamiques, soit à diminuer les incidences locales de ∆αl.
Il y a donc une perte de portance −∆Fz pour l’aile ayant l’aileron abaissé (Fδl vers le
haut), et inversement, il y a un gain de portance ∆Fz pour l’aile ayant l’aileron levé (Fδl

vers le bas) : la portance totale restant inchangée.

La nouvelle répartition de portance ainsi créée provoque un moment souple de rou-
lis M∆Fz qui va à l’encontre du moment rigide de roulis Mδl provoqué par les forces
développées par les ailerons. L’effet du braquage des ailerons est alors atténué.

Déformation en Flexion : La force Fδl crée un moment de flexion opposé sur
chaque aile. L’aile droite tend à se lever alors que la gauche tend au contrainte à se baisser.
Le moment de flexion (dans le repère RDM : axe perpendiculaire à l’axe élastique) créé
par un aileron est :

Mf = −Fδl

(
Lδl

cosϕe
− η

)

Si la voilure a une flèche ϕ, le profil aérodynamique n’est pas dans le même plan que la
section de structure (au sens RDM, c’est-à-dire perpendiculaire à l’axe élastique (Figure

4.17, p. 90)). Par rapport à l’axe élastique, le bord d’attaque A est donc plus proche du
fuselage que le bord de fuite B. Par conséquent, sous l’action d’un moment de flexion Mf
provoqué par Fδl, le bord d’attaque A s’élève moins que le bord de fuite B, diminuant
ainsi l’incidence locale de ∆αl. Et inversement pour l’autre aile (dont la flexion, provoquée
par l’aileron, est dans l’autre sens). Par conséquent, pour le cas où le pilote incline le
manche en roulis à gauche, l’aile droite subit une diminution de portance −∆Fz et l’aile
gauche subit un gain de portance ∆Fz , provoquant un moment souple de roulis M∆Fz

contraire à l’action du pilote. J-P.Perrais [PF80] précise que ce phénomène peut devenir
prépondérant par rapport à celui de torsion étudié précédemment pour des flèches ϕ de
voilure très importantes : supérieures à 35◦.

“Dans le cas d’une aile en flèche, la flexion de la voilure produit aussi des
variations d’incidence. En effet, la section AB parallèle à la vitesse n’est pas
une section droite au sens de la théorie des poutres longues, par conséquent

10Pour garder en tête un ordre de grandeur, ce module vaut G = 2.7 1010 Pa pour de l’Aluminium
AU4G. Il peut également se calculer à l’aide du module d’Young E et du coefficient de Poisson ν par la
relation :

G =
E

2(1 + ν)

Le module d’Young E de l’Aluminium AU4G étant de 7.24 1010 Pa.
11La constante de rigidité en torsion J (de dimension m2) est donnée par la relation :

J =
4 A2

∮
dl
e

=
4 A2 e

l
si épaisseur de peau constante

A étant l’aire du caisson travaillant, l sa circonférence et e l’épaisseur de peau.
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yb

xb

η

Caisson travaillant

Axe élastique
A

B

Ct

ϕe

Profil aérodynamique

Section Structure

A'
B'

O

Fig. 4.17 – Le caisson travaillant est représenté par la surface grisée foncée. L’aile ayant

une flèche ϕ, le profil aérodynamique ne correspond pas à la section au sens structure. Le plan

de définition des profils est considéré dans cette section, parallèle au plan de symétrie avion

(Appendix G, p. 283).

la flèche fA en A sera inférieur à la flèche fB en B

|fB| > |fA|
puisque B′O > A′O

Il y aura donc une rotation de la section AB.

∆αl =
fB − fA

AB

La différence d’incidence locale ∆αl est négative pour l’aile montante. Il faut
tenir compte de l’effet de la flexion dans le calcul du rendement d’aileron : cet
effet peut être supérieur à celui dû à la torsion pour des ailes de flèches plus
importantes que 35◦. La rigidité de flexion particulièrement au bout d’aile
devra être déterminée en conséquence. Notons ici l’intérêt des profils mo-
dernes “supercritiques” (ou presque supercritiques) utilisés ou envisagés pour
les nouveaux avions de transport, par rapport aux profils minces plus anciens.

leur plus grande épaisseur relative permet à masse de structure égale une
plus grande rigidité en torsion de la voilure.

les performances aérodynamiques obtenues à nombre de Mach égal, per-
mettent de diminuer la flèche.

les pressions sont mieux réparties le long de la corde, ce qui entrâıne une
diminution du moment de torsion d’ensemble.

”

- J-P.Perrais [PF80] -

90 30 juin 2007



4.3 Peau du revêtement dimensionnée en torsion SupAéro-Onéra

Expression du moment souple de Roulis : Ainsi, que ce soit par la torsion ou
la flexion produite par le braquage des ailerons en roulis, la déformation ainsi engendrée
provoque une modification de la répartition de portance (par modification des incidences
locales ∆αl) qui va à l’encontre de l’effet escomptée par les ailerons). Regardons comment
évaluer le moment souple de roulis M∆Fz dû à la différence de répartition de portance
créé par ce braquage d’ailerons. En notant ∆αl la différence d’incidence locale provoquée
par la déformation de l’aile due au braquage des ailerons, le moment souple de roulis
M∆Fz s’écrit :

M∆Fz = 2 L∆Fz ∆Fz

= 2

∫ b
2

Rfus

y 1
2ρ V 2

a Czα∆αl(y) C(y) dy

= 2 1
2ρ V 2

a Czα

∫ b
2

Rfus

y ∆αl(y) C(y) dy (4.12)

Avec une variation de corde linéaire selon l’emplanture :

C(y) = Cemp

(
1 + (ε − 1)

y − Rfus

b
2 − Rfus

)

et une variation d’incidence locale due à la déformation de l’aile par braquage des aile-
rons :

∆αl =
fB − fA

AB
=

fB − fA

C(y)

Il reste à évaluer les levées respectives fA et fB des bord d’attaque A et de fuite B.

fA = fA′︸︷︷︸
due à la flexion

+ A′A θη(A′)︸ ︷︷ ︸
due à la torsion

idem pour B.
Le terme dû à la flexion fA′ s’exprime à l’aide de :

d2f

dη2
=

Mf

E IZ
=

Fδl(
b/2

cos ϕe
− η)

E IZ(η)

Le terme dû à la torsion A′A θη(A′) s’exprime à l’aide de :

dθη

dη
=

Mt

G J
=

dδl Fδl

G J(η)

En faisant l’hypothèse du type de liaison avec le fuselage, cela fixe les conditions aux li-
mites, c’est-à-dire les constantes d’intégrations nécessaires à la résolution de ces équations.
Cela dit, la résolution ne peut se faire que si l’évolution de IZ(η) et J(η) en fonction de
l’envergure est connue.

La flexion subie par la voilure étant supposée entièrement repris par les semelles des
longerons, l’évolution du moment quadratique IZ(η) le long de l’aile est déterminé par
le dimensionnement en flexion des semelles (Section 4.1, p. 45).

Les proportions du caisson étant directement liée à la corde C(η) dont l’évolution est
connue, la connaissance de l’évolution de la constante de rigidité J(η), revient à connâıtre
l’évolution de l’épaisseur de peau du revêtement le long de l’aile : e(η).
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Remarque 4.12 L’angle de torsion du au braquage des gouvernes θη est calculée par

cette intégrale de l’emplanture η =
Rfus

cos ϕe
jusqu’à la position de l’aileron η =

Lδl
cos ϕe

. En
effet au delà de la position des ailerons, l’aile ne subit pas de moment de torsion due
aux braquages des gouvernes : θη est donc constant de la position des ailerons jusqu’à
l’extrémité de l’aile. En pratique l’aileron est souvent en bout d’aile (mis à part les
ailerons grandes vitesses). Pour ne pas alourdir le calcul analytique, nous effectuerons
l’intégration de l’angle de torsion θη sur l’ensemble de l’aile. Nous verrons que les
résultats numériques par rapport à ceux analytiques ne sont pas affectés par cette
hypothèse : (Figure 4.18, p. 101).

Moment Total de roulis Le moment total de roulis M t
xb

(Equation 4.10, p. 87), qui
est la somme du moment rigide Mδl (Equation 4.11, p. 88) et du moment souple M∆Fz

(Equation 4.12, p. 91), s’exprime à l’aide des équations précédentes.

M t
xb

= Mδl + M∆Fz

= −2 Lδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl + 2 1
2ρ V 2

a Czα

∫ b
2

Rfus

y ∆αl(y) C(y) dy

Son expression analytique sera entièrement déterminée à partir au moment où le choix
de l’évolution de l’épaisseur de peau e(η) le long de la voilure, sera fait. Dans les para-
graphes qui suivent, différents choix d’évolution seront faits, ce qui permettra d’aboutir
à l’expression analytique du revêtement.

Revêtement pour un gradient de torsion constant

Pour résoudre le problème du dimensionnement du revêtement, nous venons de voir
au paragraphe précédent qu’il était nécessaire de connâıtre l’évolution de l’épaisseur de
peau le long de l’aile : e(η). Dans cette partie, nous ferons l’hypothèse que le braquage
des ailerons de roulis provoque un gradient de torsion constant, ce qui impose l’évolution
de l’épaisseur de peau. Nous calculerons analytiquement l’épaisseur de peau dans ce
cas, et la masse du revêtement. Nous verrons malheureusement par la suite qu’une telle
hypothèse est très pénalisant pour la masse du revêtement car donne des épaisseurs de
peau trop élevées. Nous avons tout de même tenu à faire figurer dans ce document cette
piste de recherche, même si elle est non fructueuse, dans l’optique d’une future recherche
dans ce domaine. Nous verrons par contre que prendre une épaisseur de peau constante
suffit à donner de bons résultats : c’est l’objet du paragraphe suivant.

Épaisseur de peau Dans cette partie nous allons faire quelques hypothèses simpli-
ficatrices permettant une résolution analytique simple de l’épaisseur de revêtement di-
mensionné en torsion par braquage des gouvernes.

Hypothèse : nous supposerons que moment de torsion Mt = dδl Fδl appliqué en bout
d’aile, provoqué par le braquage de l’aileron, provoque un gradient de torsion constant
le long de l’aile :

dθη

dη = cte

Cette constante ne dépend pas de η mais en revanche dépend du point de vol par
la vitesse Mt = Mt(Va). Sachant qu’à l’emplanture, c’est-à-dire à η =

Rfus

cos ϕe
, l’angle de

torsion est nul (attache de l’aile sur les cadres forts du fuselage), l’expression précédente
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s’intègre :

dθη

dη
=

Mt

G J
= cte

θη =
Mt

G J

(
η − Rfus

cosϕe

)

Hypothèse : Dans un premier temps, nous supposerons que la variation d’incidence
locale est essentiellement due à la variation d’angle de torsion : ∆α = θη. En somme, on
néglige variation d’incidence locale due à la flexion, observable pour des voilures de très
grandes flèches, par rapport à celle due à la torsion. Dans un deuxième temps, il faudra
tenir compte de l’effet de la flexion à l’aide de l’évolution le long de l’aile du moment
quadratique IZ déterminé par le dimensionnement des semelles en flexion (Section 4.1,

p. 45).
Le moment souple de roulis M∆Fz s’exprime par :

M∆Fz = 2 1
2ρ V 2

a Czα

∫ b
2

Rfus

y ∆αl(y) C(y) dy

= 2 1
2ρ V 2

a Czα

∫ b
2

Rfus

y θη Cemp

(
1 + (ε − 1)

y − Rfus

b/2 − Rfus

)
dy

= ρV 2
a Cemp Czα

∫ b
2

Rfus

y
Mt

G J

(
y − Rfus

cosϕe

) (
1 + (ε − 1)

y − Rfus

b/2 − Rfus

)
dy

=
ρV 2

a Cemp Czα

cosϕe

Mt

G J

∫ b
2

Rfus

y (y − Rfus)

(
1 + (ε − 1)

y − Rfus

b/2 − Rfus

)
dy

Cela revient à intégrer un polynôme d’ordre 3 en y.

k1 =
ε − 1

b/2 − Rfus

k2 =

(
1 − 2

ε − 1

b/2 − Rfus
Rfus

)

k3 = −
(

1 − ε − 1

b/2 − Rfus
Rfus

)
Rfus

M∆Fz =
ρV 2

a Cemp Czα

cosϕe

Mt

G J

∫ b
2

Rfus

(
k1 y3 + k2 y2 + k3 y

)
dy

=
ρV 2

a Cemp Czα Mt

G J cosϕe

1

96
(b − 2Rfus)

2
((b + 2Rfus)(1 + ε) + 2bε)

Par ailleurs le moment rigide de roulis s’écrit :

Mδl = −2 Lδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl

Alors le moment total de roulis, qui est la somme des moments souple et rigide de roulis,
s’exprime par :

M t
xb

= M∆Fz + Mδl

= 1
2ρ V 2

a Czδlδl

(
1

48

Cemp Czα Mt

G J cosϕe
(b − 2Rfus)

2
((b + 2Rfus)(1 + ε) + 2bε) − Lδl

)
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Par ailleurs le coefficient aérodynamique de roulis provoquée par un braquage des gou-
vernes Clδl est donné par :

Clδl =
M t

xb

1
2ρ V 2

a S `

=
Czδlδl

S `

(
1

48

Cemp Czα Mt

G J cosϕe
(b − 2Rfus)

2
((b + 2Rfus)(1 + ε) + 2bε)− Lδl

)

Le moment de Torsion Mt = dδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl étant fonction de la vitesse
aérodynamique Va, afin de simplifier l’expression analytique du coefficient aérodynamique
de roulis, nous poserons le coefficient Kt.

Kt =
1

48

Cemp Czα dδl
1
2ρ Saileron Czδlδl

G Lδl cosϕe
(b − 2Rfus)

2
((b + 2Rfus)(1 + ε) + 2bε)

Le coefficient aérodynamique de roulis provoqué par braquage des gouvernes s’exprime
alors :

Clδl =
Lδl Czδlδl

S `

(
Kt

J
− 1 V 2

a

)

Par conséquent, si nous reprenons l’efficacité des gouvernes imposée par la norme (Equa-

tion 4.9, p. 87), nous avons12 :

Clδl(A)VA

Clδl(D)VD
=

VA

VD

(
Kt
J V 2

A − 1
Kt
J V 2

D − 1

)
≤ 3

Ce critère de la norme impose donc une condition sur la constante de rigidité en torsion
J

Kt

J
V 3

A − VA ≤ 3
Kt

J
V 3

D − 3VD

Kt

J

(
V 3

A − 3V 3
D

)
≤ (VA − 3 VD)

J ≥ Kt
V 3

A − 3V 3
D

VA − 3VD

Par ailleurs la constante de rigidité en torsion J s’écrit :

J =
4 A2

∮
dl
e

=
4 A2 e

l
si épaisseur de peau constante dans la section

L’épaisseur de peau varie selon l’envergure (selon η) de manière à respecter l’hypothèse
précédemment faite d’un angle de torsion provoqué par le braquage des gouvernes de
roulis variant linéairement avec η, c’est-à-dire le long de l’envergure. Nous verrons par la
suite la forme de la fonction d’épaisseur de peau e selon η. Mais occupons-nous d’abord
d’une section RDM du caisson travaillant. Supposons que dans cette section, l’épaisseur
de peau du caisson soit constante : la même épaisseur de peau de revêtement pour un

12Avec VA la première vitesse où l’on peut atteindre le facteur de charge limite nzcl : VA =
√

nzclVS1.
(Appendix F, p. 279)
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η donné. Dans ce cas, la condition d’efficacité des gouvernes de roulis imposée par la
norme, aboutit à la simple expression de peau minimale suivante :

e ≥ l

4 A2
Kt

V 3
A − 3V 3

D

VA − 3VD

De même la condition de la norme par rapport à la vitesse de croisière VC s’écrit :

e ≥ l

4 A2
Kt

V 3
A − V 3

C

VA − VC

Nous considérons l’épaisseur de peau minimale (afin d’avoir la masse de revêtement mini-
male) permettant à l’avion d’être certifié. Par conséquent, l’épaisseur de peau considérée
sera égale au terme le plus majorant des deux inéquations.

e =
l

4 A2
Kt max

(
V 3

A − 3V 3
D

VA − 3VD
,

V 3
A − V 3

C

VA − VC

)
(4.13)

Quel est le critère maximum? celui qui dimensionnera l’épaisseur de revêtement ?
Ceci dépend uniquement des vitesses considérées : design maneuvering speed VA, design
cruising speed VC , design dive speed VD. La norme FAR 25.335 “Design airspeeds” (Ap-

pendix I, p. 293) donne des indications sur ces vitesses. Pour un avion de transport de type

A300, c’est le critère en
V 3

A−V 3
C

VA−VC
qui est généralement dimensionnant (Appendix F, p. 279).

Par conséquent, nous considérerons que l’épaisseur de peau de revêtement dimensionné
par :

e =
l

4 A2
Kt

V 3
A − V 3

C

VA − VC

(4.14)

Avec

Kt =
1

48

Cemp Czα dδl
1
2ρ Saileron Czδlδl

G Lδl cosϕe
(b − 2Rfus)

2
((b + 2Rfus)(1 + ε) + 2bε)

Maintenant que nous connaissons le dimensionnement, par braquage des gouvernes
de roulis, de l’épaisseur de peau du revêtement, intéressons-nous à l’évolution selon l’en-
vergure (selon η), de cette épaisseur de peau e(η) pour notre voilure trapézöıdale. Le

coefficient Kt et le terme
V 3

A−V 3
C

VA−VC
ne dépendant pas de η, l’évolution de l’épaisseur de

peau en fonction de η est uniquement donnée par l’aire A et la circonférence l du caisson
travaillant dans le plan de la section.

Nous considérerons l’aire du caisson travaillant comme une proportion de l’aire donnée
par le produit de l’épaisseur maximale du profil (produit de l’épaisseur relative du profil

et de la corde : er C) et de la longueur du caisson travaillant d = d̃CRDM ≈ d̃ cosϕe fϕe C
(Appendix A, p. 179). Par conséquent, l’aire du caisson est proportionnelle à l’épaisseur
relative du profil er par le carré de la corde :

A = kA d̃ er cosϕe fϕe C2 (4.15)

(Ordre de grandeur : kA = 0.92)
De même, nous considérerons la circonférence l proportionnelle à la circonférence d’un
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rectangle de longueur d = d̃ CordeRDM = d̃ cosϕe fϕe C (longueur du caisson) et de
largeur er C (épaisseur maximale du profil).

l = kl 2
(
er + d̃ cosϕe fϕe

)
C (4.16)

(Ordre de grandeur : kl = 0.97)
Par conséquent le terme l

4 A dans l’expression de l’épaisseur de peau (Equation 4.14, p. 95),
est proportionnelle à l’inverse du cube de la corde :

l

4 A2
=

kl 2
(
er + d̃ cosϕe fϕe

)
C

4
(
kA d̃ er cosϕe fϕe C2

)2

=
kl

(
er + d̃ cosϕe fϕe

)

2
(
kA d̃ er cosϕe fϕe

)2

1

C3

Or pour l’aile trapézöıdale considérée pour notre étude, la corde est définie par (Appendix

A, p. 179) :

C(y) = Cemp

(
1 + (ε − 1)

y − Rfus

b
2 − Rfus

)
y ≥ Rfus

Finalement, l’épaisseur de peau du revêtement, dimensionnée par l’efficacité des gou-
vernes de roulis, avec un gradient de torsion constant, s’exprime par :

e(η) =
Kt

(Cemp)3
V 3

A − V 3
C

VA − VC

kl

(
er + d̃ cosϕe fϕe

)

2
(
kA d̃ er cosϕe fϕe

)2

1
(
1 + (ε − 1)

η cos ϕe−Rfus
b
2−Rfus

)3

Masse du revêtement La masse du revêtement est simplement donnée par le double13

de l’intégrale, le long de la voilure, de l’épaisseur de peau e que multiplie la circonférence
du caisson l.

13Le double car il y a deux ailes.
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MW rev = 2 ρm

∫ b/2
cos ϕe

Rfus
cos ϕe

e l dη

Km =




Kt

C3
emp

V 3
A − V 3

C

VA − VC

kl

(
er + d̃ cosϕe fϕe

)

2
(
kA d̃ er cosϕe fϕe

)2



(
kl 2

(
er + d̃ cosϕe fϕe

))

MW rev = 2 ρm

∫ b/2
cos ϕe

Rfus
cos ϕe

Km

C2
dη

= 2 ρm Km

∫ b/2
cos ϕe

Rfus
cos ϕe

− C−2 Cemp
(ε − 1) cosϕe

b
2 − Rfus︸ ︷︷ ︸
dC
dη


 −1

Cemp
(ε−1) cos ϕe

b
2−Rfus


 dη

= 2 ρm Km


 −1

Cemp
(ε−1) cos ϕe

b
2−Rfus



[

1

C

] b/2
cos ϕe

Rfus
cos ϕe

= 2 ρm Km

(
−
(

b
2 − Rfus

)

(Cemp)2 (ε − 1) cosϕe

) (
1

ε
− 1

)

MW rev = 2 ρm Km
b/2 − Rfus

cosϕe

1

(Cemp)2 ε

Nous verrons en fait que ce choix d’évolution d’épaisseur de peau le long de l’aile im-
posé par l’hypothèse “gradient de torsion provoqué par braquage des gouverne constant”
est très pénalisant pour la masse du revêtement car donne des épaisseurs de peau trop
importante. Prendre simplement une épaisseur de peau constante (comme ce qui suit)
donne de bien meilleurs résultats.

Revêtement d’épaisseur constante

Dans cette partie, nous supposerons que l’épaisseur de peau est constante le long
de l’aile : e(η) = e = cte, et développerons, dans le cadre de cette hypothèse, l’expres-
sion analytique de la masse de revêtement MW rev. Pour ce faire, nous commencerons
par calculer l’épaisseur de peau minimale assurant l’efficacité minimale des gouvernes de
roulis (selon critère FAR 25.349). Ensuite, nous calculerons analytiquement la masse du
revêtement d’épaisseur minimale. Enfin, nous apporterons un compléments à ces résultats
analytiques par des applications numériques sur une aile de type A300 : nous confir-
merons alors, par une résolution numérique exacte, que l’hypothèse d’une épaisseur de
peau constante le long de l’aile, est loin d’être absurde car suffit à décrire la masse de
revêtement à 0.2% près.

Épaisseur de peau Nous supposons l’épaisseur de peau constante. Oui, mais quelle
valeur prendre ? C’est ce que nous allons déterminer dans ce paragraphe. Cette valeur est
déterminée selon le critère d’efficacité minimale des gouvernes de roulis (FAR 25.349) que
nous avons étudiée précédemment (Section 4.3.1, p. 85). Pour calculer l’épaisseur de peau
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SupAéro-Onéra Chapitre 4 - Masses analytiques de la structure primaire

minimale admissible, il nous faut d’abord estimer la variation d’incidence locale ∆α(η)
le long de l’aile, due aux braquages des gouvernes de roulis δl (Section 4.3.1, p. 87). Ceci
nécessite le calcul de l’angle de torsion dû au braquage des gouvernes de roulis θη(η) le
long de l’aile.

dθη

dη
=

Mt(Va)

G J(η)

J(η) =
4 A(η)2 e

l(η)

Les modélisations de l’aire du caisson travaillant A et de son périmètre l ont été données
précédemment : (Equation 4.15, p. 95), (Equation 4.16, p. 96).

Afin de simplifier les expressions analytique, posons la fonction :

fθ(Va) =
kl

(
er + d̃ cosϕe fϕe

)

2
(
kA d̃ er cosϕe fϕe

)2

Mt(Va)

G

L’expression du gradient de torsion devient :

dθη

dη
=

fθ(Va)

e

(
1

C(η)

)3

Il nous faut maintenant intégrer le terme 1
C3 pour déterminer l’angle de torsion.

C′ =
dC

dη
= Cemp (ε − 1)

cosϕe

b
2 − Rfus

= cte

∫
C−3 =

−1

2C′

∫
−2 C−3 C′ =

−1

2C′
[
C−2

]

Alors l’angle de torsion provoqué par le braquage des gouvernes de roulis est donné par :

θη(η) =

∫ η

Rfus
cos ϕe

fθ(Va)

e

(
1

C(η̄)

)3

dη̄

=
fθ(Va)

e

∫ η

Rfus
cos ϕe

C−3dη̄

=
fθ(Va)

e

( b
2 − Rfus) (η cosϕe − Rfus) (η cosϕe(ε − 1) − Rfus (ε + 1) + b)

2 C3
emp cosϕe (η cosϕe (ε − 1) + b

2 − Rfus ε)2

Calculons le moment de roulis dû à la nouvelle répartition de portance M∆Fz . Nous ferons
l’hypothèse simplificatrice, comme pour la section précédente (revêtement à gradient de
torsion constant), que le changement d’incidence locale est uniquement liée à la torsion
∆α ≈ θη.

M∆Fz = 2 1
2ρ V 2

a Czα

∫ b
2

Rfus

y ∆αl(y) C(y) dy
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À l’aide de Maple, le calcul de cette intégrale permet d’aboutir à l’expression du moment
de roulis dû à la nouvelle répartition de portance :

M∆Fz(Va) =
1

2
ρ Vaero

2 Czα fθ(Vaero) (
b

2
− Rfus)

2




6 ln(ε) ( b

2 − Rfus ε)
+ b

2

(
2ε3 − 3 ε2 − 6 ε + 7

)

+Rfus

(
ε3 + 3 ε − 4

)





6 cosϕe C2
emp e (ε − 1)3

Le moment total de roulis M t
xb

est donné par la somme du moment de roulis due à
la nouvelle répartition de portance M∆Fz et du moment de roulis du au braquage des
gouvernes Mδl.

M t
xb

(Va) = M∆Fz(Va) + Mδl(Va)

Mδl(Va) = −2 Lδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl

Appliquons maintenant le critère de la norme (Equation 4.9, p. 87). La résolution (à l’aide

de Maple) de l’équation la plus dimensionnante entre Clδl(VA) VA

Clδl(VC) VC
= 1 et Clδl(VA) VA

Clδl(VD) VD
= 3,

aboutit à l’épaisseur de peau minimale nécessaire suivante :

e =
1

12
Czα

(
b

2
− Rfus

)2




6 ln(ε) ( b

2 − Rfus ε)
+ b

2 (2 ε3 − 3 ε2 − 6 ε + 7)
+Rfus (ε3 + 3 ε − 4)





Lδl Saileron Czδl δlmax cosϕe C2
emp (ε − 1)3

Kmax

(4.17)

Kmax = max
(

V 3
C fθ(VC)−V 3

A fθ(VA)

(VC−VA) (V 2
C+VC VA+V 2

A)
,

27 V 3
D fθ(VD)−V 3

A fθ(VA)

(3 VD−VA) (9 V 2
D+3 VD VA+V 2

A)

)

En pratique (Appendix F, p. 279), pour un avion de type A300, c’est le critère VD qui
est prépondérant.

Kmax =
27 V 3

D fθ(VD) − V 3
A fθ(VA)

(3 VD − VA) (9 V 2
D + 3 VD VA + V 2

A)

Masse du revêtement Nous allons maintenant déterminer la masse du revêtement
pour une épaisseur de peau constante. Nous obtiendrons alors le modèle final de masse
de revêtement qui fut l’objet de cette section. Pour calculer cette masse, il faut intégrer
la masse élémentaire de chaque tronçon de voilure. Ce qui revient à intégrer le produit
de la masse volumique du matériau ρm, de l’épaisseur de peau, du périmètre du caisson
travaillant l (qui varie le long de la voilure : aile trapézöıdale) et de l’épaisseur élémentaire
du tronçon de voilure dη.

MW rev = 2 ρm

∫ b/2
cos ϕe

Rfus
cos ϕe

e l dη

= 2 ρm e

∫ b/2
cos ϕe

Rfus
cos ϕe

l(η) dη

= 2 ρm e kl 2
(
er + d̃ cosϕe fϕe

) ∫ b/2
cos ϕe

Rfus
cos ϕe

C(η) dη
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MW rev = 2 ρm e kl

(
er + d̃ cosϕe fϕe

)
(
b

2
− Rfus) (1 + ε)

Cemp

cosϕe

L’expression analytique de la masse du revêtement à peau constante étant établie,
effectuons maintenant quelques applications numériques qui compléteront cette étude
analytique.

Applications numériques

Dans cette dernière section, quelques applications numériques sur le dimensionne-
ment du revêtement seront faites pour une aile de type A300 (résolution numérique des
équations de résistances des matériaux pour un caisson travaillant de type “Cercueil
complet” (Appendix E, p. 239)). Elles compléteront les résultats analytiques précédents.
Nous minimiserons la masse du revêtement de manière à respecter la norme FAR 25.349,
pour différentes évolutions d’épaisseur de peau le long de la voilure e(η) : constante,
linéaire et d’ordre 2. Nous testerons également les modèles analytiques que nous avons
mis au point. Nous verrons alors que l’hypothèse d’un gradient de torsion constant, im-
pose une évolution d’épaisseur de peau inadaptée. Nous verrons également, que le gain
de masse entre une évolution d’épaisseur de peau d’ordre 2 (qui est plus complexe ana-
lytiquement) et constante n’est pas flagrant (seulement 0.2%) et que, par conséquent,
prendre une épaisseur de peau constante suffit amplement pour le type d’étude que nous
entreprenons. Nous verrons également que pour des ailes ayant une flèche très importante
(ϕe > 40
�
), l’efficacité des gouvernes de roulis dimensionne plutôt la rigidité en flexion

(IY ) que l’épaisseur du revêtement.

Choix de la loi d’épaisseur de revêtement : Nous avons vu précédemment que la
masse du revêtement était liée au choix de l’évolution de l’épaisseur de peau le long de la
voilure e(η). Diverses formes d’évolution ont été envisagées numériquement (constante,
linéaire, d’ordre 2), afin de constater les différents gains de masses possibles. Les ap-
plications numériques sont faites pour un avion de type A300 dont les données ont été
recueillies ([Boi01] ou http ://www.airbus.com . . . ) ou à défaut reconstituées (estimation
graphique notamment pour la position et la surface des gouvernes de roulis [PF80])

Modèle constant : e = K1

Modèle linéaire : e = K1 η + K2

Modèle d’ordre 2 : e = K1 η2 + K2 η + K3

Les coefficients Ki sont optimisés afin de minimiser la masse du revêtement tout en
respectant la norme FAR 25.349 (par les moindres carrés à l’aide de Matlab). Ainsi, plus
l’expression de e possède de coefficient Ki, plus la masse du revêtement doit être faible
(davantage de degrés de liberté). C’est en effet le cas (Figure 4.18, p. 101). Cependant, ce
gain de masse revêtement n’est pas flagrant : gain de 0.2% seulement. Considérer une
épaisseur de peau constante semble largement suffisant.

Nous avons également testés nos modèles analytiques : gradient de torsion constant et
épaisseur de peau constante. L’approche numérique a permis de constater que l’évolution
d’épaisseur de peau, imposée par l’hypothèse d’un gradient de torsion constante, est
inadaptée. En effet, en extrémité de voilure, l’épaisseur de peau atteint près de 60 cm !
Ce modèle est donc absurde. Par contre, le modèle d’épaisseur de peau constante, donne
bien les même résultats que l’optimisation numérique, ce qui est cohérent. L’épaisseur
de peau est de 1.45 mm ce qui est de l’ordre de grandeur des minima technologiques.
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Fig. 4.18 – Masse de revêtement. Les résultats numériques apportent un complément aux

études analytiques : la forme d’évolution d’épaisseur de peau pour assurer un gradient de tor-

sion constant est de toute évidence inadaptée (l’épaisseur de peau atteint près de 60cm en

extrémité ! ! !)

Ce résultat est plutôt réconfortant car c’est souvent le minima technologique qui est
considérée dans les modèles de masse de revêtement [Raš00] : ce type de modélisation
est désormais justifiée et peut être affinée par notre modèle.

FAR 25.253 : Dimensionnement en torsion ou en flexion ? Nous avions vu que
le braquage des gouvernes de roulis δl provoque :

– de la torsion (θη angle de torsion) :
dθη

dη = Mt
G J

– de la flexion (flèche (déplacement vertical) f) : d2f
dη2 =

F
δl(

L
δl

cos ϕe
−Y b/2)

E IY
si Y ≤ L

δl
cos ϕe

(0 sinon).

Le calcul de l’efficacité des gouvernes (FAR 25.253) passe par le calcul du moment de
roulis

M t
xb

= M∆Fz + Mδl
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le moment souple de roulis M∆Fz nécessite le calcul du changement d’incidence locale
∆αl provoqué par le braquage des gouvernes de roulis (Figure 4.17, p. 90).

∆αl =
fB − fA

AB
=

fB − fA

C

fA = fA′︸︷︷︸
flexion

+A′A θη(A′)︸ ︷︷ ︸
torsion

= f (η − (1 − xe) sin(ϕe)C) + (1 − xe) cos(ϕe)C θη (η − (1 − xe) sin(ϕe)C)

fB = fB′ + B′B θη(B′)

= f (η + xe sin(ϕe)C) + xe cos(ϕe)C θη (η + xe sin(ϕe)C)

Pour les calculs analytiques que nous avons menés, nous avons négligé pour simplifier la
part de la flexion, c’est-à-dire que nous avons assimilé le changement d’incidence locale
avec l’angle de torsion : ∆αl ≈ θη.

Afin de vérifier cette hypothèse simplificatrice, nous avons numériquement pris compte
de la flexion, et observer les résultats pour une aile de type A300.

On observe qu’en tenant compte de la flexion due au braquage des gouvernes, le critère
d’efficacité des gouvernes de roulis est toujours satisfait pour une épaisseur de
revêtement de ≈ 1.45 mm. Bien entendu le coefficient aérodynamique de roulis
provoqué par les gouvernes de roulis Clδl est plus faible en tenant compte de la
flexion mais le critère relatif d’efficacité des gouvernes imposé par la norme est
toujours satisfait :

Clδl(A) VA

Clδl(C) VC
≤ 1

Clδl(A) VA

Clδl(D) VD
≤ 3

Maintenant si on augmente la flèche de la voilure ϕe en conservant tous les autres
paramètres inchangés (ceux de l’A300) les gouvernes ne sont plus assez efficaces
(selon critère FAR 25.253) à partir de ϕe > 40

�
. Pour les rendre efficaces pour

ces grandes flèches, ça ne sert à rien d’augmenter l’épaisseur de revêtement, il est
bien plus efficace de rigidifier en flexion l’aile (c’est-à-dire augmenter le moment
quadratique de la section MomentQuadratiqueIY en modifiant les semelles du lon-
geron). Autrement dit, pour les grandes flèches, le critère d’efficacité des gouvernes
de roulis est dimensionnant en flexion des semelles et est prépondérant par rapport
au dimensionnement en torsion du revêtement. Cela dit, les avions de transport
civil ont rarement des flèches plus élevés que 40

�
. On rejoint alors ce qu’annonçait

J-P.Perrais [PF80] que pour les flèches très importantes, la rigidité en flexion parti-
culièrement en bout d’aile doit être déterminée en conséquence (Citation de [PF80],

p. 90).

Par conséquent l’hypothèse simplificatrice de négliger l’effet de la flexion pour déterminer
l’efficacité des gouvernes de roulis semble justifiée pour les avions de transport civil dont
la flèche ne dépasse généralement pas 40

�
.

Conclusion : Modèle de revêtement adopté

Le modèle de masse de revêtement que nous adopterons (Table 4.9, p. 103) est celui
ayant une épaisseur de peau constante e. Cette épaisseur est dimensionnée de manière à
satisfaire le critère de torsion pour l’efficacité minimale des gouvernes de roulis (norme
FAR 25.349).
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Modèle de masse du revêtement :

MW rev = 2 ρm e kl

(
er + d̃ cosϕe fϕe

)
(
b

2
− Rfus) (1 + ε)

Cemp

cosϕe

Variables et Unités :
b : Envergure (distance entre les deux extrémités de la voilure) m

Cemp : Corde à l’emplanture m
Czα : Gradient de coefficient de portance selon l’incidence α.
Czδl : Gradient de coefficient de portance selon l’angle de bra-

quage aileron δl.

d̃ : Ratio profondeur du caisson travaillant/corde du profil

e : Épaisseur de peau du revêtement m

er : Épaisseur relative du profil, ratio épaisseur maxi-
male/corde

fϕe : Fonction de projection (Equation A.3, p. 184) : fϕe ≈ 0.98
G : Module de cisaillement du matériau (Aluminium : G =

2.7 1010 N/m2)
N/m2

kA : Ratio de l’aire du caisson travaillant et l’aire du rectangle
de même profondeur d et de hauteur l’épaisseur maximale
du profil er C. kA ≈ 0.92 (Equation 4.15, p. 95)

kl : Ratio du périmètre réel du caisson travaillant l, sur celui
du rectangle de longueur d = d̃ CRDM = d̃ cos ϕe fϕe C
(longueur du caisson) et de largeur er C (épaisseur maxi-
male du profil). kl ≈ 0.97 (Equation 4.16, p. 96)

l : Périmètre du caisson travaillant m
Lδl : Distance entre l’axe de symétrie fuselage et une gouverne

de roulis
m

Rfus : Distance entre l’axe du fuselage et l’emplanture de l’aile m
Saileron : Surface d’un aileron des gouvernes de roulis m2

VA : Design Maneuvering speed FAR 25.335 (Appendix I,
p. 293)

m/s

VC : Design Cruising speed FAR 25.335 (Appendix I, p. 293) m/s
VD : Design Dive speed FAR 25.335 (Appendix I, p. 293) m/s

δlmax : Braquage maximal des gouvernes de roulis rad
ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad
ε : Effilement de la voilure, ratio corde à

l’extrémité/emplanture
ρm : Masse volumique du matériau utilisé pour le revêtement

(Aluminium : ρm = 2700 kg/m3)
kg/m3

Mode d’obtention : Analytique. Sur critère en déformation d’efficacité des ailerons
roulis FAR 25.349

Précision : Non évaluable, par manque de données expérimentales de masse de
revêtement. Nous ne disposons que de données de la masse voilure totale.

Domaine de définition : Avions de transports civils.

Tab. 4.9 – Modèle analytique de masse du revêtement dimensionné en torsion (critère
de déformation)
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L’épaisseur de peau est de l’ordre du minima technologique 1.45 mm mais peut
s’évaluer plus finement par :

e =
1

12
Czα

(
b

2
− Rfus

)2




6 ln(ε) ( b

2 − Rfus ε)
+ b

2 (2 ε3 − 3 ε2 − 6 ε + 7)
+Rfus (ε3 + 3 ε − 4)





Lδl Saileron Czδl δlmax cosϕe C2
emp (ε − 1)3

Kmax

Kmax = max

(
V 3

C fθ(VC) − V 3
A fθ(VA)

(VC − VA) (V 2
C + VC VA + V 2

A)
,

27 V 3
D fθ(VD) − V 3

A fθ(VA)

(3 VD − VA) (9 V 2
D + 3 VD VA + V 2

A)

)

=
27 V 3

D fθ(VD) − V 3
A fθ(VA)

(3 VD − VA) (9 V 2
D + 3 VD VA + V 2

A)
(Avion de transport civil)

fθ(Va) =
kl

(
er + d̃ cosϕe fϕe

)

2
(
kA d̃ er cosϕe fϕe

)2

dδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδlmax

G
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4.3.2 Dimensionnement en Contrainte

Nous venons de dimensionner le revêtement par un critère de déformation c’est-à-
dire les gouvernes de roulis doivent être efficaces. Mais encore faut-il que la voilure puisse
supporter les charges qu’elle subit, c’est-à-dire ne pas rompre. C’est ce que nous allons
montrer dans cette section et que nous nommons : critère de contrainte.

Pour le vérifier nous commencerons par expliciter le critère dimensionnement en
contrainte, puis nous calculerons l’épaisseur de peau minimale pour assurer la non rup-
ture en torsion du revêtement, et enfin nous calculerons la masse du revêtement. Nous
effectuerons pour finir une application numérique d’une aile d’A300.

En fait, nous verrons qu’un revêtement dimensionné selon le critère de déformation
satisfait le critère de contrainte.

Exigences FAR 25 et critère de dimensionnement

La norme FAR 25 requiert que la structure soit capable de supporter les efforts qu’elle
subit dans tout le domaine de vol (FAR 25.333). Il faut donc vérifier que le revêtement
soit capable de supporter les moments de torsion dans les deux configurations suivantes :

FAR 25.349 : facteur de charge nz = 0 ou bien nz = 2
3nzcl avec les gouvernes de roulis

δl braquées telles que la vitesse de roulis obtenue soit supérieure à celle minimale
exigée par la norme.

FAR 25.333 : facteur de charge limite nz = nzcl en lisse (pas de braquage de gouvernes
de roulis : δl = 0).

En pratique (du moins pour le cas de l’aile A300 testée numériquement) c’est la deuxième
configuration qui est la plus contraignante : d’une part parce que le moment de torsion
est proportionnel au facteur de charge (donc plus il est élevé, plus le moment de torsion
est important), et d’autre part parce que le braquage des gouvernes de roulis provoque
un moment de torsion selon l’axe élastique bien plus faible que le moment de torsion
due à la portance de l’aile. Rappelons que les gouvernes de roulis sont là pour créer un
moment de roulis autour de l’axe fuselage −→xb et non pas de la torsion autour de l’axe
élastique. La force de l’aileron est faible (par rapport à la portance) et le bras de levier
également dδl (distance entre le centre de torsion Ct et le foyer local aileron environ à
une demi-corde aileron devant l’aileron), (Figure 4.16, p. 88). Nous conserverons dans les
expressions analytiques qui suivent, le facteur de charge nz et le moment de torsion des
ailerons ; ce qui permettra au lecteur de tester les deux cas s’il le désire.

Le critère de dimensionnement en contrainte impose que le revêtement ne se rompe
pas sous les charges (ici le moment de torsion) qu’il subit. Nous veillerons donc qu’en tout
point de l’aile, la contrainte τ provoquée par le moment de torsion voilure, ne dépasse
pas la contrainte maximale admissible τmax.

τ ≤ τmax

La contrainte maximale admissible étant donnée (Section 4.2, p. 80).

Épaisseur de revêtement minimale

Le moment de torsion Mt subi par le revêtement (hypothèse d’étude : toute la tor-
sion est reprise par le revêtement), induit dans la peau un flux de contrainte φ dont
l’expression est donnée par :

φ= − Mt

2 A
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Avec A l’aire du caisson travaillant14.

A = kA d̃ er fϕe cosϕeC
2

La contrainte τ subie par la peau d’épaisseur e est liée au flux de contrainte φ par la
relation :

τ =
φ

e

Par conséquent, la contrainte τ s’exprime par :

τ = − Mt

2 A e

Or cette contrainte τ ne doit pas dépasser la contrainte maximale admissible τmax :

τ ≤ τmax

− Mt

2 A e
≤ τmax

(le moment de torsion aérodynamique étant prépondérant, le moment de torsion voilure
Mt est toujours négatif). Ce qui impose une épaisseur de peau minimale tout le long de
l’aile :

e ≥ −Mt

2 A

1

τmax

Pour une masse de revêtement minimale, c’est l’égalité qu’il faut considérer, c’est-à-dire
l’épaisseur de peau minimale :

e(Y ) =
−Mt(Y )

2 A(Y )

1

τmax

Finalement l’épaisseur minimale de revêtement dimensionné en contrainte est :

e(Y ) =
1

2 τmax

1

kA d̃ er fϕe cosϕe

−Mt(Y )

C(Y )2

Avec Y = y
b/2 , y = η cosϕe et la corde C(Y ) = Cemp (1 + (ε − 1)Y ). Et avec Mt le

14L’aire A du caisson travaillant est une proportion kA de la surface du rectangle de hauteur, l’épaisseur
maximale du profil erC, et de largeur, la profondeur du caisson d̃CRDM = d̃ fϕe cos ϕeC. Ordre de
grandeur : kA ≈ 0.92

106 30 juin 2007



4.3 Peau du revêtement dimensionnée en torsion SupAéro-Onéra

moment de torsion voilure qui a été calculé (Appendix C, p. 203)15.

Mt(Y ) =
1

2
ρ S V 2 cos3 ϕe f2

ϕe
Cemp

1

1 + ε
Cmoprofil

(
1

3
(ε − 1)2(1 − Y 3) + (ε − 1)(1 − Y 2) + (1 − Y )

)

− fϕe cosϕe Cemp nz

(
lCtF MMTOW − lCtG (MW + MF uel)

)
g

1

2

(
1 − 2

π

√
1 − Y 2Y − 2

π
arcsinY +

4

3π
(ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

)

+

{
0 si Y > Ym,

dM nzce Mmg − dF F si Y ≤ Ym.

+

{
dδl

1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl si Y ≤ Lδl
b/2 ,

0 si Y >
Lδl
b/2 .

Masse de revêtement

La masse de revêtement est donnée par le double (car il y a 2 demi-ailes) de l’intégrale
le long de l’axe élastique, du produit de l’épaisseur de peau e par le périmètre16 du caisson

l = 2 kl

(
er + d̃ fϕe cosϕe

)
C et par la masse volumique du matériau ρm.

MW rev = 2 ρm

∫ b/2
cos ϕe

0

e l dη

= 2 ρm 2 kl

(
er + d̃ fϕe cosϕe

) ∫ b/2
cos ϕe

0

e C dη

En effectuant un changement de variable y = η cosϕe et Y = y
b/2 , l’intégrale devient :

MW rev = 2 ρm 2 kl

(
er + d̃ fϕe cosϕe

) b/2

cosϕe

∫ 1

0

e(Y ) C(Y ) dY

= 2 ρm 2 kl

(
er + d̃ fϕe cosϕe

) b/2

cosϕe

1

2 τmax

1

kA d̃ er fϕe cosϕe

∫ 1

0

−Mt(Y )

C(Y )
dY

Reste à calculer l’intégrale
∫ 1

0
−Mt(Y )

C(Y ) dY que nous décomposerons en plusieurs termes

pour distinguer la contribution du Cmoprofil, de la portance Cz, du braquage des ailerons
δl, de la masse voilure et carburant, et du moteur.

∫ 1

0

−Mt(Y )

C(Y )
dY = FCmoprofil

+ FCz + Fδl + Fmasse + Fmoteur

15Ici le plan de définition des profils est implicitement considéré comme confondu avec le plan RDM,
perpendiculaire à l’axe élastique (Appendix G, p. 283).

16Le périmètre l du caisson travaillant est une proportion kl du périmètre du rectangle de hauteur
l’épaisseur maximale du profil erC et de largeur la profondeur du caisson d̃CRDM = d̃ fϕe cos ϕeC.
Ordre de grandeur : kl ≈ 0.97.
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Contribution du Cmoprofil :

FCmoprofil
= −1

2
ρ S V 2 cos3 ϕe f2

ϕe
Cemp

1

1 + ε
Cmoprofil

∫ 1

0

1
3 (ε − 1)2(1 − Y 3) + (ε − 1)(1 − Y 2) + (1 − Y )

Cemp (1 + (ε − 1)Y )
dY

= −1

2
ρ S V 2 cos3 ϕe f2

ϕe

1

1 + ε
Cmoprofil

1

9

ε3 (3 ln ε − 1) + 1

(ε − 1)2

Le coefficient de moment de profil Cmoprofil étant généralement négatif, FCmoprofil
est

donc positif. La contribution du Cmoprofil à la masse de revêtement tend à alourdir
celui-ci. Cette contribution est proportionnelle à la masse volumique de l’air ρ et est
donc d’autant plus importante que l’altitude de vol est basse (masse volumique décrôıt
quand l’altitude crôıt).

Contribution de la portance Cz :

FCz = fϕe cosϕe Cemp nz lCtF MMTOW g

∫ 1

0

1
2

(
1 − 2

π

√
1 − Y 2Y − 2

π arcsinY + 4
3π (ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

)

Cemp (1 + (ε − 1)Y )
dY

= fϕe cosϕe nz lCtF MMTOW g

1

2

∫ 1

0

1 − 2
π

√
1 − Y 2Y − 2

π arcsinY + 4
3π (ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

1 + (ε − 1)Y
dY

Nous sommes confrontés à la difficulté de résoudre analytiquement cette intégrale. Nous
la décomposons en deux termes :

∫ 1

0

1 − 2
π

√
1 − Y 2Y − 2

π arcsinY + 4
3π (ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

1 + (ε − 1)Y
dY = A + B

le premier dont la résolution analytique ne pose pas de souci

A =

∫ 1

0

dY

1 + (ε − 1)Y
=

ln ε

ε − 1

et le deuxième dont la résolution (même avec Maple) pose problème analytiquement
(pôle en ε = 0). Par contre, il est possible de connâıtre la valeur de ce deuxième terme
d’intégrale pour chaque effilement ε, de sorte qu’il nous est possible d’identifier une loi
(fonction de ε) pour le décrire :

B =

∫ 1

0

− 2
π

√
1 − Y 2Y − 2

π arcsinY + 4
3π (ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

1 + (ε − 1)Y
dY

≈ ln ε − 2

π
ε à 2.7% près

≈ 0.895 ln ε − 0.389 ε − 0.207 à 0.9% près

ε 0.01 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
B -4.401 -2.284 -1.715 -1.402 -1.191 -1.033 -0.908 -0.805 -0.718 -0.642 -0.576
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Fig. 4.19 – Modèle de l’intégrale B =
∫ 1

0

− 2
π

√
1−Y 2Y − 2

π
arcsin Y + 4

3π
(ε−1)(1−Y 2)

3
2

1+(ε−1)Y
dY .

Finalement la contribution de la portance à la masse de revêtement est donnée par :

FCz = fϕe cosϕe nz lCtF MMTOW g
1

2

(
ln ε

ε − 1
+ b1 ln ε + b2 ε + b3

)

Avec

b1 = 0.895

b2 = −0.389

b3 = −0.207

Elle est positive donc alourdit la masse de revêtement. En fait c’est un des termes les plus
prépondérants de la masse revêtement. Contrairement à la contribution du Cmoprofil,
elle ne dépend pas de l’altitude de vol.
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Contribution de la masse voilure et du carburant :

Fmasse = −fϕe cosϕe Cemp nz lCtG (MW + MF uel) g

∫ 1

0

1
2

(
1 − 2

π

√
1 − Y 2Y − 2

π arcsinY + 4
3π (ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

)

Cemp (1 + (ε − 1)Y )
dY

= −fϕe cosϕe nz lCtG (MW + MFuel) g
1

2

(
ln ε

ε − 1
+ b1 ln ε + b2 ε + b3

)

Résultat obtenu par analogie avec la contribution de portance (rappelons que nous sup-
posons la même répartition de masse voilure et carburant, que celle de la portance). Si
le centre de gravité G de la section est devant le centre de torsion Ct (c’est-à-dire plus
proche du bord d’attaque que ne l’est Ct : lCtG > 0), alors la répartition de masse allège
la masse de revêtement (car Fmasse < 0). Dans le cas contraire lCtG < 0 (centre de gra-
vité derrière le centre de torsion), le moment de torsion provoqué par la masse va dans
le même sens que celui provoqué par la portance Fmasse > 0 : par conséquent alourdit
dans ce cas la masse de revêtement.

Contribution du moteur :

Fmoteur = −
∫ Ym

0

(dM nz Mmg − dF F )

Cemp (1 + (ε − 1)Y )
dY +

∫ 1

Ym

0

= − (dM nz Mmg − dF F )
1

Cemp

1

ε − 1
ln (1 + Ym(ε − 1))

Le terme dû à la masse moteur est bénéfique (c’est-à-dire qu’il allège la masse revêtement)
puisqu’il crée un moment de torsion contraire à celui dû à l’aérodynamique. Par contre,
le terme dû à la poussée alourdit la masse du revêtement.

Contribution du braquage des ailerons δl :

Fδl = −
∫ L

δl
b/2

0

dδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl

Cemp (1 + (ε − 1)Y )
dY +

∫ 1

L
δl

b/2

0

= −dδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl
1

Cemp

1

ε − 1
ln

(
1 +

Lδl

b/2
(ε − 1)

)

Contrairement aux autres termes, la question n’est pas de savoir si c’est un gain ou une
perte de masse revêtement car il nous faut considérer le cas le plus pénalisant. En effet,
l’aile doit résister que le pilote tourne son manche vers la droite ou vers la gauche, c’est-
à-dire que δl soit positif ou négatif. Le cas le plus dimensionnant étant bien entendu le
cas où on alourdit la structure, c’est-à-dire le cas où le moment de torsion aileron est
dans le même sens que le moment aérodynamique. Autrement dit, c’est lorsque l’aileron
est levé provoquant une déportance locale : δl < 0.

Ceci étant dit, le moment de torsion dû au braquage des gouvernes de roulis est très
faible devant les autres moments de torsion. Par conséquent, la contribution de masse
revêtement par les ailerons est minime. Nous allons voir, dans l’application numérique
qui suit, que le braquage des gouvernes de roulis n’est pas dimensionnant.

110 30 juin 2007



4.3 Peau du revêtement dimensionnée en torsion SupAéro-Onéra

Applications numériques : aile d’A300

Dans cette dernière section, quelques applications numériques du revêtement dimen-
sionné en contrainte sont faites pour une aile d’avion de type A300. Nous testons les deux
cas de la norme à savoir soit le braquage des gouvernes des roulis à facteur de charge
nz = 2

3nzcl (FAR 25.349) soit la ressource symétrique à facteur de charge limite nz = nzcl

(FAR 25.333). Le cas le plus dimensionnant est en fait celui de la ressource symétrique
à facteur de charge limite (Figure 4.21, p. 113). Le tracé des différentes composantes du
moment de torsion voilure, confirme que le moment de torsion dû à la portance et au
Cmoprofil sont les plus prépondérants. Le moment de torsion dû à la masse et celui dû
aux braquages des gouvernes de roulis sont négligeables devant les autres moments de
torsion. Par contre le moment de torsion provoqué par la présence du moteur sous l’aile
apporte un gain de masse sensible car agit justement là où les épaisseurs sont les plus
importantes (à l’emplanture).

L’influence du modèle de position des foyers locaux est également chiffrée entre les
positions déterminées par la théorie de la surface portante et la position forfaitaire des
foyers à 25% de la corde. Ce dernier modèle entrâıne une sous-estimation de la masse de
revêtement de moins de 5%.

Que dire des épaisseurs de peau trouvées ? et bien pour le premier graphique (Figure

4.21, p. 113) (cas de vol standard à altitude h = 10 km) les épaisseurs de peau sont très
faibles, bien en dessous du minima technologique et surtout bien inférieures à l’épaisseur
de revêtement dimensionné selon le critère de déformation (on avait une épaisseur de
peau de l’ordre de 1.45 mm). Donc le critère de contrainte n’est pas dimensionnant pour
le revêtement, c’est celui de déformation qu’il faut considérer.

Par contre, j’ai voulu quantifier l’effet de l’altitude de vol sur le dimensionnement du
revêtement ce qui s’est avéré assez important. En effet, autant le moment de torsion dû à
la portance est indépendant de l’altitude (car par équilibre la portance est donnée par le
poids de l’avion donc constant17), autant le moment de torsion dû au Cmoprofil est très
sensible à l’altitude de vol car proportionnel à la masse volumique ρ. Plus l’altitude de vol
est basse, plus la masse volumique de l’air ρ est grande, plus le moment de torsion dû au
Cmoprofil est important, et donc plus le revêtement doit être épais et lourd. C’est ainsi
qu’au sol (altitude h = 0m), le revêtement est bien plus lourd (Figure 4.22, p. 114). Les
épaisseurs en jeu sont toujours inférieures à celles du dimensionnement en déformation
(1.45mm) pour la plus grande partie de la voilure (vers l’extrémité), mais deviennent
supérieures vers l’emplanture. On retrouve alors ce que nous annonçaient les industriels
à savoir que la voilure est dans le premier tiers (vers l’emplanture) dimensionnée en
contrainte puis dans les deux tiers restants vers l’extrémité, dimensionnée en déformation.
Cela dit on peut s’interroger sur la pertinence du dimensionnement d’une aile pour un
cas de vol aussi atypique : Mach de croisière M = 0.82, au sol h = 0m sous facteur de
charge limite nzcl.

En fait, le cas le plus critique pour un dimensionnement en torsion selon le critère de
contrainte, est donnée pour le Mach le plus élevé et l’altitude la plus faible (donc une
masse volumique la plus grande), comme le montre la (Figure 4.20, p. 112). Le tout étant
de choisir un couple Mach-altitude pertinent pour dimensionner le revêtement. Mais nous
venons de voir qu’au sol h = 0 (l’altitude la plus faible possible) et à Mach M = 0.82 (la
vitesse la plus élevée surtout pour une altitude pareille !), le critère de déformation est
plus dimensionnant que le critère de contrainte. Par conséquent, quelque soit le couple

17On raisonne à Mach de croisière donné. La diminution de pression due à l’altitude est compensée
par l’augmentation du coefficient de portance Cz : nzMMTOW g = 0.7 p︸︷︷︸

↘

SM2
cr Cz︸︷︷︸

↗
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Mach-altitude plus raisonnable que nous pourrions choisir, ce serait encore moins dimen-
sionnant : c’est toujours le critère de déformation qui sera le plus dimensionnant pour le
revêtement.
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Fig. 4.20 – Épaisseur de revêtement à l’emplanture selon le critère de contrainte, pour diverses

valeurs du couple Mach-altitude choisi pour le cas de vol dimensionnant. Les Mach les plus élevés

et les altitudes les plus faibles sont les plus dimensionnants en torsion pour le revêtement selon

le critère de contrainte.
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Fig. 4.21 – Dimensionnement en torsion par le critère de contrainte (M = 0.82, h = 10km) :

Le critère de déformation est plus dimensionnant (l’épaisseur trouvée était supérieure à celle

du critère de contrainte) ce qui veut dire qu’un avion élaboré selon le critère de contrainte ne

satisfait pas l’efficacité des gouvernes exigées pas la norme mais qu’au contraire, dimensionner

en déformation assure une épaisseur de revêtement qui satisfait le critère de contrainte (la voilure

ne casse pas).
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Fig. 4.22 – Dimensionnement en torsion par le critère de contrainte (M = 0.82, h = 0m) :

Les masses indiquées sont calculées avec les épaisseurs déterminées par le critère de contrainte,

et sont donc théoriques puisqu’en pratique, il n’est pas possible d’élaborer un revêtement aussi

fin en bout d’aile.
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Conclusion : Modèle de masse revêtement dimensionné en contrainte

Le modèle de masse de revêtement dimensionné en torsion par le critère de contrainte18

est généralement moins dimensionnant que par le critère de déformation (Table 4.9, p. 103).

Modèle de masse du revêtement dimensionné en contrainte :

MW rev = 2 ρm
b/2

cos2 ϕe

1

τmax

kl

(
er + d̃ fϕe cosϕe

)

kA d̃ er fϕe

∫ 1

0

−Mt(Y )

C(Y )
dY

∫ 1

0

−Mt(Y )

C(Y )
dY = fϕe cosϕe nzcl (lCtF MMTOW − lCtG (MW + MF uel)) g

1

2

(
ln ε

ε − 1
+ b1 ln ε + b2 ε + b3

)

− 1

2
ρ S V 2 cos3 ϕe f2

ϕe

1

1 + ε
Cmoprofil

1

9

ε3 (3 ln ε − 1) + 1

(ε − 1)2

− (dM nzcl Mmg − dF F )
1

Cemp

1

ε − 1
ln (1 + Ym(ε − 1))

Variables et Unités :
b : Envergure (distance entre les deux extrémités de la voilure) m

bi : Valeurs identifiées : b1 = 0.895, b2 = −0.389 et b3 = −0.207.
Cemp : Corde à l’emplanture m

d̃ : Ratio profondeur du caisson travaillant/corde du profil

er : Épaisseur relative du profil, ratio épaisseur maximale/corde
fϕe : Fonction de projection entre section RDM et section // au fuselage

(Equation A.3, p. 184) fϕe ≈ 0.98
kA : ratio de l’aire réelle du caisson travaillant A, sur celle du rectangle

de longueur d = d̃ CRDM = d̃ cos ϕefϕeC (longueur du caisson) et
de largeur er C (épaisseur maximale du profil). kA ≈ 0.92 (Equation
4.15, p. 95)

kl : ratio du périmètre réel du caisson travaillant l, sur celui du rectangle
de longueur d et de largeur er C. kl ≈ 0.97 (Equation 4.16, p. 96)

nzcl : Facteur de charge limite (avions de transport civil :nzcl ≈ 2.5)
ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad

ε : Effilement de la voilure, ratio corde à l’extrémité/emplanture
ρm : Masse volumique du matériau utilisé pour le revêtement kg/m3

Mode d’obtention : Analytique (excepté le calcul de la masse due à la portance qui est une
loi identifiée pour des effilements 0 < ε ≤ 1 avec une précision de 0.9%).

Précision : Non évaluable, par manque de données expérimentales de masse de revêtement.
Nous ne disposons que de données de la masse voilure totale.

Domaine de définition : Aile en flèche ϕe, avec effilement ε, à répartition de portance
elliptique.

18L’épaisseur de revêtement est dimensionnée de manière à limiter les contraintes du revêtement à la
contrainte maximale admissible.

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 115
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4.4 Nervures

Les nervures sont généralement dimensionnées en flambage, mais le modèle ici pro-
posé de la masse des nervures est en réalité basé sur des considérations statistiques pour
une aile avec effilement ε et flèche ϕ. Notre modèle suppose que les nervures sont toutes
de même épaisseur (de même masse surfacique $ner) et que le pas géométrique δner des
nervures, défini selon l’axe élastique −→η , est constant et connu (environ δner ≈ 0.7 m
pour les gros avions civils). Les nervures sont généralement montées dans le plan RDM
(perpendiculaire à l’axe élastique) qui cöıncide à peu près au plan de définition des profils
aérodynamiques. Ces deux dernières notions étant discutables, nous traiterons dans ce
chapitre plusieurs cas de figure (nervures dans le plan RDM ou dans le plan parallèle
au plan de symétrie avion, idem pour le plan de définition des profils aérodynamiques
(Appendix G, p. 283)), libre au lecteur ensuite de choisir le cas qui lui convient. Nous
envisagerons également le cas habituel de la nervure épousant la forme du caisson tra-
vaillant et le cas plus atypique où la nervure épouse la forme complète du profil (du bord
d’attaque au bord de fuite).

Les nervures sont numérotées par l’indice i, i allant de 1 à Nner (nombre de nervures
de la demi-aile). La masse de la ième nervure est d’abord exprimée. Ensuite, les masses
des ième nervures sont sommées afin d’obtenir la masse de l’ensemble des nervures.

4.4.1 Masse de la ième nervure

La masse MW neri de la ième nervure s’exprime par le produit de la masse surfacique
$ner qui est connue et de la surface Sneri de la nervure i.

MW neri = $ner Sneri

Remarque 4.13 La masse surfacique $ner de nervures en composite considérée dans
l’étude de Hale par J.Raška [Raš00], était de 2.1 kg m−2 (nid d’abeille de 15 mm à
35 kg m−3 entre deux peaux de carbone de 0.5 mm à 1590 kg m−3). À ceci s’ajoute
une pondération due aux cloisons intercalées entre les nervures, dont la masse est sup-
posée valoir 1/3 de celle des nervures. La masse surfacique considérée était alors de
$ner = 1.3 (2.1) kg m−2.
Pour des nervures en aluminium, connaissant la masse volumique ρm = 2.8 103 kg/m3

(Table J.1, p. 310) pour connâıtre la masse surfacique de nervure en aluminium, il
faut connâıtre l’épaisseur moyenne des nervures. L’épaisseur de nervure enervure à
considérer dans notre modèle pour retrouver les données exactes [Cro99] de masse
nervure qui ne seront pas exposées dans ce document, est en moyenne de 3.43 mm.
Par conséquent, la masse surfacique de nervures en aluminium est de : $ner =
2.8 103 (3.43 10−3) = 9.6 kg m−2.

De manière générale, nous noterons la surface Sneri de la nervure i par :

Sneri = Fner er C2

Fner est à expliciter selon les choix géométriques faits pour les nervures : choix du plan
des nervures (nervures dans le plan RDM c’est-à-dire perpendiculaire à l’axe élastique ce
qui est généralement le cas, ou dans un plan parallèle au plan de symétrie avion ?), choix
de la forme de la nervure (nervure épousant le profil complet ou seulement le caisson
travaillant ?), . . .

Nous allons donc traiter deux cas : les nervures épousant la forme du profil c’est-à-dire
allant du bord d’attaque au bord de fuite, et les nervures contenues uniquement dans le
caisson travaillant. Libre au lecteur de choisir le cas qu’il lui convient.
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Fig. 4.23 – Surface des nervures selon la forme de celles-ci

Nervures épousant la forme du profil :

Si la nervure épouse la forme complète du profil en allant du bord d’attaque au bord
de fuite, la surface de la nervure est donc liée à la surface du profil. Commençons donc
par exprimer la surface du profil.

La surface du profil aérodynamique Sprofil peut s’exprimer par le produit du taux de
surface profil Sprofil ≈ 0.635 (Table 4.10, p. 117) et de la surface du profil rectangulaire
er C2

profil :

Sprofil = Sprofil er C2
profil

Profil Épaisseur relative Taux de surface profil

er Sprofil =
Sprofil

erC2
profil

BOEING 737 ROOT AIRFOIL 0.15 0.596
BOEING 737 MIDSPAN AIRFOIL 0.13 0.619
BOEING 737 MIDSPAN AIRFOIL 0.10 0.617
BOEING 737 OUTBOARD AIRFOIL 0.11 0.631

KC-135 BL52.44 AIRFOIL 0.15 0.630
KC-135 BL124.32 AIRFOIL 0.13 0.640
KC-135 BL200.76 AIRFOIL 0.11 0.650
KC-135 BL351.6 AIRFOIL 0.09 0.654

NACA 0012 AIRFOILS 0.12 0.680

Tab. 4.10 – Taux de surface profil Sprofil : Surface du profil Sprofil rapportée à la surface
du rectangle de longueur Cprofil (la corde du profil) et de hauteur er Cprofil (l’épaisseur
maximale du profil : produit de l’épaisseur relative du profil er par la corde du profil
Cprofil). Le taux de surface profil Sprofil est de l’ordre de Sprofil =

Sprofil

erC2
profil

≈ 0.635

Maintenant que la surface profil est exprimée, déterminons le lien entre cette surface
et la surface de la nervure.

Selon le plan de définition des nervures et des profils aérodynamiques, l’expression de
la surface des nervures est donnée par (Table 4.11, p. 118).

D’un point de vue pratique, les nervures sont souvent dans un plan proche du plan
RDM19. (plan perpendiculaire à l’axe élastique).

19Ceci ne semble pas absurde sur les schémas de voilures dont nous disposons : J-P.Perrais (Figure
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Plan de définition du profil
plan géométrique plan RDM

plan géométrique Cprofil = C Cprofil = KϕeC
Sner = Sprofil Sprofil ≈ Kϕe Sner

Sner = Sprofil er C2 Sner = Sprofil er Kϕe C2

plan RDM Cprofil = C Cprofil = KϕeC
Sner ≈ KϕeSprofil Sprofil = Sner

P
la

n
n
e
rv

u
re

Sner = Sprofil er
1

Kϕe
C2 Sner = Sprofil er K2

ϕe
C2

Plan RDM : plan perpendiculaire à l’axe élastique.
Plan géométrique : plan parallèle au plan de symétrie avion.

Le passage du plan géométrique au plan RDM se fait grace à la projection Kϕe dont
l’expression a été déterminée en annexe (Appendix A, p. 179) :

CRDM = Kϕe C

Kϕe =
1

cos ϕe

1 + tan2 ϕe(
1 + tan2 ϕe +

(
1 −

Xemp
Cemp

)
K tan ϕe

) (
1 + tan2 ϕe −

Xemp
Cemp

K tan ϕe

)

Tab. 4.11 – Expression de la surface nervure Sner selon les plans de définition du profil
et des nervures.

Quant au plan de définition des profils aérodynamiques la réponse ne semble pas
aussi simple que la question peut le laisser croire. En l’absence de réponse tranchée des
spécialistes aérodynamiciens nous proposons le tableau (Table 4.11, p. 118) qui permet
d’envisager deux solutions : plan RDM ou géométrique. Libre au lecteur de choisir la
solution qui lui convient. Prendre les profils définis dans le plan RDM semble le plus
probable car il permet de se rapprocher du plan perpendiculaire à la ligne des 25%
ou encore au bord d’attaque . . .A priori, le plan de définition des profils serait le plan
perpendiculaire au bord d’attaque (Appendix G, p. 283).

4.24, p. 119) pour la voilure d’un A300, E.Torenbeek ([Tor86] p.261) pour la voilure du DC8, et F.Leclerc
[Lec02] pour les voilures de DC10, B747, A300, . . .

“Il n’y a pas de plan de nervures privilégié du point de vue calcul ; pour des raisons indus-
trielles, les nervures sont calées perpendiculaires à l’un des deux longerons, l’arrière étant
souvent choisi car plus chargé.”

- F.Leclerc (Février 2003) -
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Fig. 4.24 – Structure de l’aile gauche d’un A300 ([PF80] p.86).
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Nervures épousant le caisson travaillant :

Si la nervure est uniquement comprise dans le caisson travaillant (ne se prolonge pas
dans le bord d’attaque ni le bord de fuite), alors pour déterminer la surface de la nervure,
il suffit de reprendre les travaux effectués sur l’aire du caisson travaillant (Equation 4.15,

p. 95) :

Sner = A = kA d̃ er cosϕe fϕe C2 (4.18)

(Avec kA ≈ 0.92 et d̃ ≈ 0.4). Dans ce cas, Fner = kA d̃ cosϕe fϕe .

Masse de la nervure i :

La masse de la nervure i est donc donnée par :

MW neri = $ner Fner C2(yi)

La corde C (dans le plan géométrique), pour une aile trapézöıdale est donnée par :

C(y) = Cemp

(
1 + (ε − 1)

y

b/2

)

La position yi de la ième nervure est donnée par : yi = δner i cosϕe. (Rappelons que le
pas géométrique δner est défini le long de l’axe élastique : d’où la projection en cosϕe).

Finalement la masse de la ième nervure est donnée par :

MW neri = $ner Fner er C2
emp

(
1 + (ε − 1)

δner cosϕe

b/2
i

)2

Le pas géométrique des nervures δner est considéré comme constant le long de l’aile (ce
qui semble à peu près le cas des voilures d’avions de transports civils) : il est de l’ordre
de δner ≈ 0.7m.

4.4.2 Masse des nervures :

La masse des nervures est le double (car il y a 2 demi-ailes) de la somme de i=1 à
Nner des masses nervures MW neri.

MW ner = 2

Nner∑

i=1

MW neri

Avec Nner le nombre de nervures dans la demi-aile.

Nner =
b/2

cosϕeδner

Nous supposerons le pas géométrique des nervures δner choisi de manière à ce que cette
fraction soit un nombre entier, que Nner soit un entier. Dans le cas contraire, il faudrait
considérer la partie entière. Pour en revenir à la masse nervure, son expression analytique
devient :

MW ner = 2

Nner∑

i=1

$ner Fner er C2
emp

(
1 + (ε − 1)

δner cosϕe

b/2
i

)2

= 2 $ner Fner er C2
emp

Nner∑

i=1

(
1 + (ε − 1)

i

Nner

)2
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MW ner

$ner Fner er C2
emp

= 2

(
1

3
(ε2 + ε + 1) Nner +

1

2
(ε2 − 1) +

1

6
(ε − 1)2

1

Nner

)

Pour un avion de transport civil moyen, l’effilement est de l’ordre de ε = 0.3. Dans ce
cas, la masse des nervures s’exprime par :

MW ner

$ner Fner er C2
emp

= 2

(
0.4633 Nner − 0.455 + 0.0817

1

Nner

)

Le nombre de nervures courantes étant généralement important (de l’ordre de la trentaine
pour les avions de transport civil : Nner = 29 pour l’A300 (Figure 4.24, p. 119) et Nner = 27
pour le DC8 [Tor86]), le dernier terme en 1

Nner
est moins prépondérant que les deux

premiers termes. Pour Nner = 30, le premier terme vaut 1
3 (ε2 + ε + 1) Nner = 13.9 alors

que le dernier est de 1
6 (ε− 1)2 1

Nner
= 0.0027. Ainsi le premier terme est trente fois plus

important que le second et 5100 fois plus que le troisième. Ainsi on pourrait considérer
la masse des nervures uniquement avec le premier terme :

MW ner

$ner Fner er C2
emp

≈ 2

3
(ε2 + ε + 1) Nner
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Modèle de masse des nervures :

MW ner

$ner Fner er C2
emp

= 2

(
1

3
(ε2 + ε + 1) Nner +

1

2
(ε2 − 1) +

1

6
(ε − 1)2

1

Nner

)

Nner =
b/2

cosϕeδner

Variables :
b : Envergure c’est-à-dire distance entre les deux extrémités de voilure m

Cemp : Corde à l’emplanture m

d̃ : Profondeur du caisson travaillant adimensionnée par la corde du
profil. Si cette donnée n’est pas connue, la valeur moyenne d̃ = 0.40
peut être utilisée.

er : Épaisseur relative du profil
fϕe : Rapport de la corde RDM sur C cos ϕe (Appendix A, p. 179).

Fner : Fonction du choix du plan d’implantation des nervures (Table 4.11,
p. 118) et de leur étendue (seulement dans le caisson travaillant
(Equation 4.18, p. 120) ou du bord d’attaque au bord de fuite).
Dans le cas de nervures perpendiculaires à l’axe élastique et conte-
nue dans le caisson travaillant uniquement Fner = kAd̃ cos ϕefϕe .
Dans le cas de nervures épousant la forme complète des profils
définis dans le plan RDM, Fner = Sprofil K2

ϕe
.

g : Constante de gravité g ≈ 9.81 m s−2 m s−2

kA : Rapport de l’aire du caisson sur l’aire du rectangle de hauteur
l’épaisseur maximale du profil et de longueur la profondeur du cais-
son (Equation 4.15, p. 95). kA ≈ 0.92

MW ner : Masse des nervures de la voilure kg
δner : Pas géométrique des nervures supposé être une donnée. Pour les

avions de transport civil il est d’environ δner = 0.7 m
m

ε : Effilement de la voilure (rapport corde extrémité/emplanture)
ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad

$ner : Masse surfacique des nervures : $ner = 9.6 kg/m2 pour des ner-
vures en aluminium d’épaisseur moyenne de 3.43 mm. J.Raška
[Raš00] a, par exemple, utilisé pour les nervures composites de Hales
$ner ≈ 2.73 kg m−2 (Remarque 4.13, p. 116)

kg/m2

Mode d’obtention : déduction géométrique des surfaces nervures selon la
géométrie de l’aile pour un pas géométrique δner de nervures donné. La
masse des nervures est déduite en multipliant la surface des nervures par
la masse surfacique.

Domaine de définition : Voilure trapézöıdale avec flèche. Pas géométrique
δner des nervures connu et constant.

Tab. 4.12 – Modèle de masse des nervures.
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4.5 Caisson central

On appelle “caisson central” la partie de voilure traversant le fuselage. Cela fait partie
de la voilure et est comptabilisé dans la masse voilure. Il faut donc que notre modèle
tienne compte de la masse du caisson central, mais n’est-ce pas déjà le cas ? En effet,
pour calculer la masse du caisson travaillant, nous avons intégré de y = 0 à y = b

2 et non

pas de y = Rfus à y = b
2 , donc cette partie de voilure est logiquement déjà comptabilisée.

C’est ce que nous supposerons.

Fig. 4.25 – Premier tronçon central de l’A340-600 en cours de montage à Nantes en juin 1999

(photo Aéronautique & Astronautique).
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Fig. 4.26 – Caisson central voilure [Lec02]. Quelquefois, l’amorce des cadres forts liant la voilure

au fuselage est comptabilisée dans la masse voilure.

Les erreurs de modélisations possibles dues aux différences d’intégration entre le
repère lié à l’axe élastique et celui lié aux axes fuselage, et dues à l’application criti-
cable au voisinage du fuselage de la théorie des poutres (qui nous a servi pour notre
calcul), seront pris en compte dans la partie “triangle d’emplanture”.

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 123
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4.6 Triangle d’emplanture (physico-statistique)

Au voisinage de l’emplanture, plus la flèche est grande, plus les flux d’efforts passent
davantage par la partie arrière du caisson (bord de fuite) que par la partie avant (bord
d’attaque). Ce phénomène est accentué par la cassure de l’aile dont notre modèle ne
tient pas compte. Le but de cette section est de quantifier si cette nouvelle répartition
implique ou non une augmentation de masse (par l’ajout d’éléments nécessaires à la tenue
structurale), et par conséquent s’il faut oui ou non compléter notre modèle. En pratique
nous verrons qu’une telle modélisation n’est pas nécessaire pour compléter notre modèle
voilure. Nous appellerons “triangle d’emplanture” (Figure 4.27, p. 124) la zone en question
près de l’emplanture dont l’existence tient au fait que l’aile ait de la flèche ϕe (l’axe
fuselage a une rotation de ϕe par rapport à la perpendiculaire de l’axe élastique).

yb

xb

η

Caisson travaillant

Axe Ølastique

Ct

ϕe

Section Structure RDM

Caisson central

Triangle d’emplanture

Becs

Volets

Aileron 
toutes vitesses

Aileron 
basses vitesses

Structure Primaire

Structure Secondaire

Fig. 4.27 – Existence du triangle d’emplanture pour une voilure ayant une flèche ϕ non nulle.

Á l’emplanture, les flux d’efforts passent davantage vers l’arrière que vers l’avant du caisson.

La modélisation analytique du caisson travaillant que nous avons faite jusqu’à présent
était basée sur les résultats de la résistance des matériaux : la théorie des poutres. Malheu-
reusement, près de l’emplanture, les hypothèses d’une telle théorie ne sont plus vérifiées
(l’emplanture n’est pas vraiment un corps élancé). À défaut de pouvoir faire une approche
analytique, nous élaborerons un modèle physico-statistique du triangle d’emplanture.

“On notera pour les ailes deux particularités : d’une part, la position des
résultantes par demi-voilure est très en arrière de l’axe de torsion du caisson
central (et d’autant plus que la flèche est plus prononcée). Il en résulte que la
présence de la flèche induit un fort couple à piquer pour les voilures extrêmes.
D’autre part, la distribution des contraintes dans la zone de la cassure à l’em-
planture conduit toujours à une surcharge de l’arrière du caisson au voisinage
de la cassure. Cette surcharge conduit à des structures relativement massives
et coûteuses pour le longeron arrière (cas de l’A340 par exemple).”

- J.-M. Fehrenbach - [Feh91] -
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L’idée est de dire que cette nouvelle répartition de contraintes à l’emplanture provient
essentiellement du moment de torsion Mt que l’emplanture subie selon l’axe −→yb , et qui est
d’autant plus important que la flèche est grande. En effet, plus l’aile a de la flèche, plus
la résultante des forces qu’elle subie se retrouve en arrière par rapport à l’emplanture :
plus exactement, le bras de levier du moment de torsion ainsi créé est en tan ϕe (terme
que l’on retrouvera dans l’expression de la masse du triangle d’emplanture).

yb

xb

η

Axe élastique

ϕe

42% b/2

42% b/2  tanϕe

Résultante

Fig. 4.28 – Moment de torsion créé à l’emplanture selon yb est proportionnel à tan ϕe.

Globalement, la voilure est soumise à la masse de chargement (force nzce Mch g) à une
distance d’environ 4

3
1
π

b
2 (soit environ 42% de la demi-envergure : résultat de l’étude en

flexion (Remarque B.2, p. 192)). Cette force crée un moment de torsion selon l’axe −→yb (axe
perpendiculaire au plan de symétrie avion) à l’emplanture d’environ :

Mt =
4

3

1

π

b

2
tan ϕe nzce Mch g

Un tel moment crée un flux d’effort :

φ =
Mt

2 Ω
= τ e

(e épaisseur peau du caisson, τ contrainte). Donc l’épaisseur du caisson à l’emplanture
eemp peut donc s’exprimer en fonction de la contrainte maximale admissible τmax.

eemp =
1

τmax

Mt

2 Ω
(4.19)

L’aire Ω du caisson à l’emplanture (dans le plan de jonction aile-fuselage, plan pa-
rallèle au plan de symétrie du fuselage et non pas le plan RDM) peut être exprimé par

une proportion de la surface du rectangle de hauteur eremp Cemp et de largeur d̃ Cemp

(profondeur du caisson (Figure 4.29, p. 126)) :

Ω = kA d̃ eremp C2
emp

Autrement dit, l’aire du caisson Ω est donc proportionnelle au carré de la corde à l’em-
planture : C2

emp.
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Cemp

d Cemp

erempCemp
Ω

eemp : épaisseur 
du caisson

Fig. 4.29 – Coupe du caisson voilure à l’emplanture.

Le périmètre l du caisson à l’emplanture peut aussi s’exprimer par la proportion du
périmètre du même rectangle :

l = kl

(
2d̃ Cemp + 2eremp Cemp

)

= kl 2
(
d̃ + eremp

)
Cemp

Le périmètre du caisson à l’emplanture est donc proportionnel à la corde à l’emplanture
Cemp.

La masse du triangle d’emplanture MW I peut être modélisée par une proportion du
produit de l’épaisseur du caisson à l’emplanture eemp et du périmètre l.

En reprenant l’expression de l’épaisseur de peau eemp (Equation 4.19, p. 125), et en
utilisant le fait20 que l’aire du caisson Ω est proportionnelle à C2

emp et que le périmètre
est proportionnel à Cemp, la masse des deux triangles d’emplanture MW I (des deux
demi-ailes d’où le facteur 2 devant l’expression) s’écrit :

MW I = 2 kI

1

Cemp

4

3

1

π

b

2
tan ϕe nzce Mch g

Symboles : Designation Unités
b : Envergure c’est-à-dire distance entre les deux extrémités de voilure m

Cemp : Corde à l’emplanture m
g : Constante de gravité g ≈ 9.81 m s−2 m s−2

kI : Coefficient identifié sur notre base de données Boeing et Mc Donnell
Douglas. Valeur conseillée : kI = 0 (Table D.1, p. 219)

MW I : Masse des triangles d’emplanture (des deux ailes) kg
Mch : Masse de chargement de la voilure (Equation C.5, p. 214) :

Mch = MMT OW − MF uel − MW = MF + Mtrain + MP/L + Mm + . . .
kg

nzce : Facteur de charge extrême nzce = 1.5 nzcl ≈ 3.75
ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad

Les coefficients statistiques du modèle de la structure secondaire ayant été déterminés
sur des données de masse de structure secondaire (Table 5.1, p. 137), il reste seulement
le coefficient kI de triangle d’emplanture à identifier, pour compléter notre modèle de
masse voilure.

La valeur du coefficient kI, est obtenue par identification pour minimiser l’erreur
relative moyenne d’estimation des masses voilures par notre modèle voilure, par rapport
à l’ensemble des données de masse voilure des avions Boeing et McDonnell Douglas21.

20Utiliser l’expression détaillée de l’aire du caisson Ω et du périmètre l n’ajoute en rien à la précision de
notre modèle du triangle d’emplanture et par contre, en alourdit l’expression analytique. C’est pourquoi,
nous ne retenons que le fait que Ω et l soient proportionnel à C2

emp et Cemp respectivement.
21Pour cette optimisation, les Airbus n’ont pas été pris en compte car leurs voilures sont de conception

différente, ce qui impliquera un ajustement spécifique à ces avions (Section 6, p. 139).
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La valeur ainsi obtenue est nulle (kI = 0), ce qui veut dire que la part du triangle
d’emplanture est nulle dans le modèle de masse voilure. Cela est plutôt rassurant : notre
modélisation physique du caisson travaillant s’avère suffisante.

Historiquement, l’élaboration de notre modèle voilure avait été entrepris en l’absence
de données de masse de structure secondaire. Cela impliquait d’identifier en même temps
sur les données de masse voilure, les coefficients du modèle de structure secondaire et
du triangle d’emplanture. Le coefficient de triangle d’emplanture était à ce moment là,
faible mais non nul (La masse du triangle d’emplanture représentait au plus 5% de la
masse voilure). Cela permettait probablement de rattraper une mauvaise modélisation
de la structure secondaire, mais ne traduisait pas réellement un sens physique du triangle
d’emplanture. Cette modélisation est néanmoins présentée en annexe à titre informatif
(Appendix D, p. 217).
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4.7 Autre : fixation train, fixation mâts, étanchéité

carburant

Dans la structure primaire, il y a également des masses MW autre que nous n’avons pas
encore pris en compte, comme celles des fixations du train, des fixations des mâts, des
éléments qui assurent l’étanchéité des réservoirs de carburant, . . . Il est difficile d’envisager
de modéliser ces masses de manière analytique. Nous procéderons de manière statistique,
en considérant que ces masses représentent un certain pourcentage de la masse du caisson.

MW caisson = MW sem + MW âme + MW rev + MW ner

MW autre = 12% MW caisson

Les données détaillées de masse voilure dont nous disposions mais qui ne seront pas
pas exposées dans ce document, montrent que la masse des autres éléments MW autre

représente en moyenne 12% de la masse du caisson MW caisson.

Modèle statistique de la masse autre :

MW autre = 0.12 (MW sem + MW âme + MW rev + MW ner)

Variables :
MW autre : Masse des supports fixes des mâts et du train, et des éléments as-

surant l’étanchéité carburant
kg

MW sem : Masse des semelles dimensionnées en flexion : critère de contrainte
(Table 4.4, p. 68) ou de déformation (Table 4.5, p. 79)

kg

MW âme : Masse de l’âme dimensionnée en effort tranchant (Table 4.7, p. 83) kg
MW rev : Masse du revêtement dimensionné en torsion : critère de

déformation (Table 4.9, p. 103) ou de contrainte (Table 4.3.2,
p. 115)

kg

MW ner : Masse des nervures (modélisée selon des critères géométriques)
(Table 4.12, p. 122)

kg

Mode d’obtention : Statistique. C’est la moyenne des rapports des données
de masse autre (support fixe train et mât, étanchéité carburant) et de
masse du caisson (semelle, âme, revêtement et nervures).

Domaine de définition : Voilure d’avions de transport civil.

Tab. 4.13 – Modèle de masse autre.
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4.8 Conclusion : Masse de la structure primaire

La masse de la structure primaire est la somme des masses des éléments qui la com-
posent, à savoir : les semelles, l’âme, le revêtement, et les nervures.

Modèle analytique de la masse de la structure primaire :

MW SP = MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW autre

Variables :
MW SP : Masse de la structure primaire kg

MW sem : Masse des semelles dimensionnées en flexion : critère de contrainte
(Table 4.4, p. 68) ou de déformation (Table 4.5, p. 79)

kg

MW âme : Masse de l’âme dimensionnée en effort tranchant (Table 4.7, p. 83) kg
MW rev : Masse du revêtement dimensionné en torsion : critère de

déformation (Table 4.9, p. 103) ou de contrainte (Table 4.3.2,
p. 115)

kg

MW ner : Masse des nervures (modélisée selon des critères géométriques)
(Table 4.12, p. 122)

kg

MW autre : Masse des supports fixes des mâts et du train, et des éléments as-
surant l’étanchéité carburant (Table 4.13, p. 128)

kg

Mode d’obtention : Détermination analytique, selon les lois de résistances
des matériaux excepté pour les nervures dont la masse est simplement
déduite selon des critères géométriques (pas des nervures supposé donné
et constant).

Domaine de définition : Voilure d’avions de transport civil (avec flèche ϕe,
effilement 0 ≤ ε ≤ 1).

Tab. 4.14 – Modèle de masse de la structure primaire.
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Chapitre 5

Masses statistiques de la
structure secondaire

Dans le chapitre précédent, un modèle de masse de la structure primaire (semelles,
âme, revêtement, nervures, . . . ) de la voilure a été élaboré (Table 4.14, p. 129). Un modèle
de masse de la structure secondaire (becs, volets, spoilers, divers dispositifs . . . ) est
nécessaire pour obtenir un modèle complet de masse voilure.

Étant donné la complexité des divers dispositifs de la structure secondaire, il semble
difficile d’en estimer la masse analytiquement. Une approche statistique est donc adoptée.

Chord

Plain flap

Split flap

Fowler flap

Slotted flap

Double-slotted flap

Zap flap

Local camber

Fixed slot 

Kruger flap

Droop flap

Handley page slat

Blown flap

Blow jet

Fig. 5.1 – Divers systèmes de becs et volets [Lec02].
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Fig. 5.2 – Volets, becs, spoilers, aileron, . . . d’une voilure d’avion de transport civil [Lec02].
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La masse de structure secondaire représente environ 26% de la masse voilure :

MW SS ≈ 0.26 MW

En fait, cette proportion s’étend en pratique entre 20 et 30% de la masse voilure (D’après
des données précises dont nous disposons mais qui ne peuvent être publiées dans ce
rapport). Cette dispersion se répercute sur l’estimation de la masse voilure si on utilise
un tel modèle de masse de structure secondaire. C’est ce que nous avons montré en annexe
(Appendix D, p. 217).

C’est pourquoi nous avons tenté d’autres modélisations de la structure secondaire,
Une modélisation MW SS = K Sn, proportionnelle à une puissance de la surface voilure S
est apparue le plus judicieux, car elle permet à notre modèle complet de masse voilure
d’avoir une précision remarquable par rapport à l’ensemble des données de masse voilure.
Par exemple, un gain de près de 2% sur la précision du modèle voilure total peut être
observé, entre une modélisation de masse de structure secondaire proportionnelle à celle
de la voilure (MW SS = kss MW ), et la modélisation que nous avons finalement adoptée
en MW SS = K Sn.

Disposant de données de masse de structure secondaire pour quelques Airbus et
Boeing, nous avons identifié les coefficients K et n sur ces données (Figure 5.3, p. 133).
Nous obtenons ainsi un modèle adaptés aux gros avions civils :

MW SS = 25.9 S0.97
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 Modèle statistique de la masse de structure secondaire
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Données Boeing                                                         
Mwss = 25.9 S0.97 : gros avions civils                            
Mwss = 5.02 S1.32 : petits avions civils (MMTOW<20t)

Fig. 5.3 – Modélisation de la masse de la structure secondaire sous forme de MW SS = K Sn

(La donnée de l’A300-600R n’a pas été prise en compte pour l’identification. Au cours d’un

entretien téléphonique (septembre 2005), G.Taquin des avant-projets d’Airbus a approuvé ce

choix, précisant que cet avion sortait du lot de tous les autres avions dont il disposait de données,

et qu’il ne serait donc pas judicieux de se baser sur cet avion pour construire notre modèle de

structure secondaire).
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SupAéro-Onéra Chapitre 5 - Masses statistiques de la structure secondaire

Si cette loi de structure secondaire est appliquée aux petits avions, de masse totale
MMTOW inférieure à 20 tonnes, l’erreur d’estimation de la masse voilure de ces petits
avions est négative, ce qui traduit le fait que la masse de structure secondaire MW SS de
ces petits avions est surestimée (Figure 5.4, p. 134).
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Fig. 5.4 – Effet sur le modèle de masse voilure du choix de la modélisation de la structure

secondaire pour les petits avions

La structure secondaire des petits avions est plus légère que ne l’estime le modèle
de masse de structure secondaire adaptée au gros avions civils. On pourrait justifier ce
phénomène par le fait que les petits avions volent soit plus lentement soit plus haut, et
par conséquent nécessitent moins d’hypersustentation.

Remarque 5.1 Les petits avions qui volent soit plus lentement (Vitesse de croisière
V plus faible), soit plus haut (masse volumique de l’air ρ plus faible), ont une charge
alaire m

S
plus faible que les gros avions.

m

S︸︷︷︸
↘

g =
1

2
ρV 2

︸︷︷︸
↘

Cz

Et comme la longueur de piste qu’un avion met pour décoller est directement liée à la
charge alaire, pour obtenir une longueur de piste suffisamment faible, les petits avions
(qui ont une charge alaire plus faible) ont donc moins besoin d’hypersustentateurs que
les gros avions.
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Nous avons donc identifié une loi propre aux petits avions. Ne disposant pas de
données de masse de structure secondaire pour ces petits avions, nous avons donc iden-
tifiés les coefficients K et n pour minimiser l’erreur relative moyenne d’estimation de
la masse voilure (dont nous avions par contre les données), par notre modèle de masse
voilure. Nous obtenons :

MW SS = 4.39 S1.358
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Fig. 5.5 – Modèle de masse de structure secondaire des petits avions civils (MMT OW < 20 t).

Le Citation 1, dont la donnée se différencie des autres, n’a pas été pris en compte pour l’iden-

tification de notre modèle.

Par ailleurs, parmi ces petits avions, trois sortent du lot (Figure 5.5, p. 135). Il s’agit du
Fokker 27, du Nord 262, et de l’ATR 42-200. Ces trois avions sont les seuls avions de notre
base de données qui sont équipés de turbopropulseurs. Ils ont la caractéristique commune
d’avoir une charge alaire plus faible que les autres avions (Remarque 5.2, p. 136). Comme la
longueur de piste au décollage est directement liée à la charge alaire, il est compréhensible
que ces avions nécessitent moins d’hypersustentateurs que les autres petits avions.
Une autre observation allant dans le sens de justifier que les avions à hélice aient une
structure secondaire plus légère est que le flux d’air envoyé par l’hélice sur l’aile crée une
augmentation de portance à basse vitesse. Ces avions à hélice auraient donc moins besoin
d’hypersustentateurs.

Pour tenir compte de ce phénomène, nous proposons d’utiliser un coefficient khélice

en facteur du modèle de masse de structure secondaire.
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Remarque 5.2 Le fait que la charge alaire des petits avions à hélice soit plus faible que celle
des petits avions équipés de réacteurs, n’est pas justifiable facilement. En effet, les avions à
hélice volent moins vite mais à la fois moins haut ce qui fait que la masse volumique de l’air à
leur altitude de croisière est plus élevée. L’équation de sustentation en croisière montrent que
ces deux effets sont contradictoires pour conclure de l’évolution de la charge alaire :

m

S
=

1

g

1

2

↗
︷︸︸︷
ρ

↘
︷︸︸︷
V 2

cr Cz

Tentons d’exprimer le rapport des charges alaire entre un avion à hélice (notation H) et un
avion équipé de réacteurs (notation R).

(
m
S

)
H

=
1
2

ρHV 2
H CzH

g(
m
S

)
R

=
1
2

ρRV 2
RCzR

g



 →

(
m
S

)
H(

m
S

)
R

=
ρHV 2

HCzH

ρRV 2
RCzR

Posons l’hypothèse “hyp.1” que le coefficient de portance de croisière est identique CzR = CzH

que l’avion soit équipé de réacteurs ou de turbopropulseurs. Alors dans ce cas le rapport de
charge alaire théorique serait de :

[ (
m
S

)
H(

m
S

)
R

]

hyp.1

=
ρHV 2

H

ρRV 2
R

Quelles que soient les croisières de Bréguet, le coefficient de portance optimale de croisière est
toujours proportionnelle à la racine carrée du produit de l’allongement λ et du coefficient de

trâınée Cxo. Le rapport des Cz de croisière s’écrit : CzH
CzR

=
√

λHCxoH
λRCxoR

.

À la place de la première hypothèse, posons l’hypothèse “hyp.2” que les coefficients de trâınée
Cxo soit identiques (CxoR = CxoH), alors on aurait :

[ (
m
S

)
H(

m
S

)
R

]

hyp.2

=
ρHV 2

H

ρRV 2
R

√
λH

λR

Affinons encore la modélisation en tenant compte de la dépendance du Cxo avec le nombre
de Reynolds Re qui lui même dépend de la vitesse et de l’altitude de croisière (par la masse
volumique de l’air ρ et la température T selon l’atmosphère standard), et par conséquent est
différent entre un avion à hélice et un avion avec réacteurs. C’est ce que nous appellerons
l’hypothèse “hyp.3”.

Cxo = 2
0.074

Re0.2
, Re =

V`

ν
, ν =

µ

ρ
, µ = 1.4 10−6 T 3/2

T + 110.4
[ (

m
S

)
H(

m
S

)
R

]

hyp.3

=
ρHV 2

H

ρRV 2
R

√
λH

λR

√
Re0.2

R

Re0.2
H

Confrontons ces différentes modélisations aux charges alaire d’avions existants. Prenons
quelques avions équipés de réacteurs et tentons de calculer les charges alaire d’avion à hélice,
sachant l’altitude et la vitesse de croisière.

Réacteur Hélice

Avion Falcon10 Falcon20 Falcon50B Falcon900 VFW614 Fokker 27 ATR42
m
S

(kg/m2) 359 288 383 405 312 260 286

hcr (m) 11278 10058 12497 12497 7620 7620 5182
Mcr (-) 0.83 0.72 0.8 0.8 0.65 0.43 0.48
λ (-) 7.15 5.65 7.77 7.6 7.22 12 11

` = S
b

(m) 1.83 2.73 2.43 2.54 2.98 2.41 2.24

Re/107 (-) 1.15 1.72 1.21 1.26 2.22 1.19 1.6

Estimation du Fokker 27 Estimation de l’ATR 42
Falcon10 Falcon20 Falcon50B Falcon900 VFW614 Falcon10 Falcon20 Falcon50B Falcon900 VFW614

hyp.1 m
S

167 147 233 246 137 295 260 411 435 241

Er% 35.7 43.3 10.5 5.35 47.5 -3.27 8.96 -43.7 -52 15.7

hyp.2 m
S

217 215 289 309 176 366 363 489 523 298

Er% 16.6 17.3 -11.3 -19 32.3 -28.1 -27.1 -71.1 -82.8 -4.08

hyp.3 m
S

216 223 290 311 187 354 366 476 511 308

Er% 17 14.2 -11.5 -19.7 27.9 -23.9 -28 -66.4 -78.6 -7.57

Étant données les erreurs d’estimations constatées, il y a certainement d’autres facteurs en

compte. Néanmoins, on peut remarquer que la correction hyp.2 en allongement λ est dominante

par rapport à celle en Cxo de l’hyp.3.
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Modèle masse de la structure secondaire :

MW SS = khélice K Sn

khélice =

{
0.488 Pour les avions à hélice

1 Pour les avions équipés de réacteurs

K = 25.9 et n = 0.97 moyens et gros avions civils (MMT OW ≥ 20 t)
K = 4.39 et n = 1.358 petits avions civils (MMT OW < 20 t)

Variables :
MW SS : Masse de la structure secondaire (becs, volets, spoilers, systèmes. . . ) kg

MMT OW : Masse maximale de l’avion au décollage (Max. Take-Off Weight) kg
S : Surface de la voilure m2

Mode d’obtention : identifié par les moindres carrés sur les données
expérimentales à disposition : des données de masse de structure secon-
daire Airbus et Boeing pour les moyens et gros avions civils (Figure 5.3,

p. 133), et sur les données de masse voilure (Section 2, p. 31) en complément
de notre modèle de structure primaire (Table 4.14, p. 129) pour les petits
avions (Figure 5.5, p. 135).

Domaine de définition : Avions de transport civil.

Tab. 5.1 – Modèle de masse de structure secondaire retenu pour notre étude.
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Chapitre 6

Ajustement historique et
culturel des Airbus

Le modèle voilure que nous venons de mettre au point dans les précédents chapitre
donne de bonnes estimations (par exemple une précision de 5.16% pour les Boeing, Mc
Donnell Douglas, ou encore 5.89% pour les petits avions) mais sous-estime la masse
voilure des avions Airbus. Ce chapitre a pour but de proposer un ajustement de notre
modèle pour les avions Airbus. Nous envisageons un ajustement historique et culturel
qui permet à notre modèle d’avoir une précision de 5.07% pour l’ensemble des Airbus.

Notre modèle de masse voilure présente une erreur relative d’estimation d’au pire
plus ou moins 10% par rapport aux données expérimentales des Boeing et McDonnell
Douglas. Cela représente une erreur relative moyenne de 5.16%. Par contre (Figure 6.1,

p. 140), pour les Airbus, nous pouvons remarquer que l’erreur d’estimation est en moyenne
plus élevée (de l’ordre de 24% supérieure), c’est-à-dire que les masses voilures Airbus sont
en réalité plus lourdes que ne l’estime notre modèle. Cette différence est probablement
liée à des choix de conception différente du caisson (Table 7.1, p. 158). C’est pourquoi,
nous avons envisagé un recalage dit “culturel” de notre modèle par un facteur correctif
kculturel = 1.28 devant la masse de la structure primaire MW SP qui reprend les efforts
voilure. Cet ajustement a pour conséquence de recentrer l’erreur des Airbus.

Par ailleurs, le tracé (Figure 6.1, p. 140) des erreurs de notre modèle en fonction de
l’année de mise en service, montre une certaine corrélation. Plus les années passent, plus
les voilures sont légères. Cela est probablement liée au progrès technologique. Georges
Ville [Vil05] propose un ajustement “historique” de type exponentielle e−

∆t
τ . La durée

∆t est la différence d’année de mise en service par rapport à une année de référence, ici
l’an 2000. La constante de temps τ est représentatif de l’avancement technologique.
En identifiant τ sur nos données Airbus (τ = 88 ans), nous retrouvons l’ordre de grandeur
annoncé par G.Ville, à savoir que le gain de masse est d’environ 1% par an (Remarque

6.3, p. 141).
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Fig. 6.1 – Impact de l’ajustement historique et culturel sur les avions Airbus

Remarque 6.1 Beaucoup d’innovations ont été faites pour la conception de la voilure
de l’A380, qui n’utilise donc pas uniquement l’expérience acquises pour la conception
des précédents Airbus. Cet avion se démarque donc des autres Airbus et l’ajustement
historique lui serait inadapté.
Quant à l’A340-600, sa voilure est celle d’un A340 classique dont la corde et l’envergure
ont été agrandies (“stretch”) afin d’augmenter la surface. Sa conception n’a pas été
ré-optimisée, ce qui la distingue des autres conception voilure.
Et les voilures des A300-600 et B4, sont connues (d’après G.Taquin des Avant-Projets
d’Airbus) pour être atypiques par rapport aux autres avions.
Par conséquent, pour les avions A380, A340-600, et les A300-600 et B4, nous avons
seulement considéré un ajustement culturel, avec kculturel = 1.48, et pas d’ajustement
historique.

Remarque 6.2 Pour les Boeing, aucune tendance liée à l’année de mise en service
n’est apparu. L’expérience acquise par Boeing au cours des années antérieures pour
la conception de porteurs militaires leur a certainement servi pour la conception des
avions civils dont nous disposons de données. Ce phénomène historique est peut-être
présent mais non visible sur nos données car celles-ci se trouveraient sur la partie

convergente de l’exponentielle décroissante e−
∆t
τ (l’année de référence du ∆t étant bien

antérieure à celle des Airbus). Il n’est donc pas nécessaire d’élaborer un ajustement
historique pour les Boeing.

Avec ces deux ajustements historique et culturel, la dispersion des Airbus redevient
similaires aux autres avions (Figure 6.1, p. 140) : une erreur relative moyenne de 5.07%.

MW = e−
∆t
τ︸ ︷︷ ︸

Ajustement
historique

(
MW SS + kculturel︸ ︷︷ ︸

Ajustement
culturel

MW SP

)
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Remarque 6.3 Le gain de masse voilure en un an, prédit par notre modèle est de :

Masse voilure au temps tref :

MW ref = e−
tref −t0

τ
(
MW SS + kculturelMW SP

)

Masse voilure un an plus tard (au temps tref + 1) :

MW ref+1 = e−
tref +1−t0

τ
(
MW SS + kculturelMW SP

)

Taux d’accroissement de masse voilure en un an :

MW ref+1 − MW ref

MW ref

=
e−

tref +1−t0
τ − e−

tref −t0
τ

e−
tref −t0

τ

= e
−tref −1+t0+tref −t0

τ − 1

= e−
1
τ − 1 ≈ −1.13%

Soit un gain de masse d’environ 1%/an : c’est l’ordre de grandeur couramment annoncé.
Le modèle de G.Ville a un τ de 55 ans, soit plus faible que le nôtre, mais sa correction
ne s’applique qu’à une partie de la masse voilure, ce qui finalement revient à peu près

au même. Sa correction est de la forme MW =
(
a + b e−

∆t
τ

)
m, ce qui revient (avec

a = b = 0.5) à un gain de masse de 0.99% par an.

dMW

MW

=
a + b e−

∆t+1
τ

a + b e−
∆t
τ

− 1 = −0.0099

Au final, notre modèle de masse voilure présente une erreur relative moyenne de 5.2%
par rapport à l’ensemble des 46 données de voilures civiles, et de 5.1% par rapport aux
avions Airbus, Boeing et McDonnell Douglas.

Remarque 6.4 À la place de cette correction historique et culturelle des Airbus, on
pourrait prendre des valeurs plus faibles des contraintes maximales admissibles, ce qui
serait similaire à la correction culturelle car augmenterait la masse des éléments de la
structure primaire.
C.Cros d’Airbusa nous indique qu’en raison du rajouts de trous d’homme (pour ins-
pecter la structure), du fait que le poids du carburant déforme le panneau extrados,
et qu’on néglige les couplages de torsion, la masse extrados est en pratique de l’ordre
de 40% supérieure à celle estimée par nos types de calculs. De même, il précise que
la masse des âmes est en pratique 450% supérieure à celle estimée par le calcul de
cisaillement, en raison des renforts de tôle et piquets du au cas de crash à 9-g.

σmaxt =
330

1.4
= 236 MPa

τmax =
165

4.5
= 37 MPa

C’est d’ailleurs ces ordres de grandeurs de contraintes admissibles plus faibles que l’on
retrouve pour estimer au mieux les données détaillées de masse voilure (Appendix J.3,
p. 320).
Ces valeurs permettent d’estimer la masse voilure des Airbus avec une précision
moyenne de 8.5%.
Cette correction devrait logiquement s’appliquer quel que soit le constructeur, mais
n’est en réalité adapté qu’aux avions Airbus. C’est pourquoi nous n’avons pas choisi
ces valeurs plus faibles de contrainte admissible pour estimer les masses voilure de tous
les avions (Appendix J.3, p. 320).
Pour estimer au mieux les masses voilure des Airbus, on prendra donc : soit la cor-
rection historique et culturelle, soit les valeurs plus faibles des contraintes maximales
admissibles.

aD’après une entrevue du 14 juin 2006

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 141
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Ajustement historique et culturel des Airbus

MW = e−
∆t
87.7 (MW SS + 1.28MW SP)

Pour les A380, A340-600, A300-600 et B4, considérez uniquement un
ajustement culturel :

MW = MW SS + 1.48MW SP

Variables :
MW : Masse de la voilure Airbus kg

MW SS : Masse de la structure secondaire (becs, volets, systèmes . . . ) (Table
5.1, p. 137)

kg

MW SP : Masse de la structure primaire (Table 4.14, p. 129) kg
∆t : Différence de l’année de mise en service de l’avion et de l’an 2000 :

∆t = tAnnée de mise service − 2000
années

Mode d’obtention : identifié par les moindres carrés sur les données
expérimentales à disposition de masse voilure Airbus (Section 2, p. 31).
en complément de nos modèles des structures primaire (Table 4.14, p. 129),
et secondaire (Table 5.1, p. 137).

Domaine de définition : Avions Airbus.

Précision : Permet d’estimer les masse voilures des 14 avions Airbus de notre
base de données, avec une erreur relative moyenne de 5.07% et un écart
type de 4.09%.

Tab. 6.1 – Ajustement historique et culturel des avions Airbus.
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Chapitre 7

Estimations des différents
modèles disponibles

Dans ce chapitre, les estimations des modèles existants exposés précédemment (Sec-

tion 1, p. 15), et ceux de notre modèle (Table 7.3, p. 167) sont confrontées aux données
expérimentales de masse voilure dont nous disposons (Section 2, p. 31). Pour valider la
pertinence des modèles, le critère d’erreur relative Er% sera utilisé.

Er% = 100
MW Donnée − MW Calculée

MW Donnée

Une erreur relative négative Er% < 0 traduira donc une sur-estimation du modèle testé,
et au contraire une erreur relative positive Er% > 0 traduira une sous-estimation.
L’erreur relative moyenne Ermoy% de chaque modèle sera calculée. C’est la moyenne des
valeurs absolues des erreurs relatives des estimations de chaque avion.

Ermoy% =
1

Navions

Navions∑

i=1

|Er%i|

Cela permettra de qualifier la pertinence des modèles les uns par rapport aux autres.
Nous calculerons également l’écart type des erreurs :

σ =

√√√√ 1

Navions

Navions∑

i=1

(
|Er%i| − Ermoy%

)2

Nous nous intéresserons plus particulièrement aux avions de transport civil à savoir les
avions de la base de données “Fret+Passagers” (49 avions) qui correspond à la première
partie de nos tableaux Toutefois, nous exclurons le Concorde (qui a une structure parti-
culière), la Caravelle-6R et le Citation 1 (dont les données semblent étranges par rapport
aux autres avions), pour calculer l’erreur relative moyenne des avions de transport civil
(soit 46 avions).

Nous commencerons par inventorier les diverses hypothèses et définir le cadre d’étude
dans lequel nous avons testé les modèles de masse voilure. Puis, nous ferons quelques
remarques sur les résultats des estimations de masse voilure, des modèles existants et de
notre modèle, par rapport aux données expérimentales. Vous trouverez ensuite les divers
tableaux détaillés des estimations des modèles.
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7.1 Hypothèses de calcul

Les calculs qui suivent ont été faits sous couvert de plusieurs hypothèses qui sont :

Les caractéristiques des matériaux utilisés sont représentatifs de ceux de l’Alumi-
nium AU4G1 (2024) pour l’intrados et AZ5GU (7075) pour l’extrados (Table J.1,

p. 310). Ce sont d’ailleurs les matériaux qu’utilise Airbus pour ses voilures. Les
contraintes maximales admissibles correspondantes (Appendix J.3, p. 320) sont :
de σmaxt = 330 MPa en traction, de σmaxc = −247 MPa en compression et de
τmax = 165 MPa en cisaillement. Les nervures en aluminium sont de masse surfa-
cique $ner = 9.6 kg m−2 (Remarque 4.13, p. 116).

Les propriétés géométriques du caisson : souvent méconnues, ont dans ce cas été
assimilées aux valeurs moyennes calculées pour quelques profils

h ≈ 0.93 : espacement adimensionné entre les surfaces semelles intrados et extrados
(Table 4.3, p. 53).

Sprofil ≈ 0.635 : surface du profil adimensionné (Table 4.10, p. 117).

kl ≈ 0.97 : circonférence du caisson rapportée à celle d’un caisson rectangulaire
de même profondeur et d’épaisseur max du profil.

d̃ : profondeur adimensionnée du caisson travaillant (Figure E.11, p. 267). Si incon-

nue dans notre base de données, prise égale à d̃ ≈ 0.4.

xe ≈ 0.6 : position relative de l’axe élastique par rapport au bord de fuite.

Le pas des nervures : pour les voilures de gros avions civils, le pas des nervures a été
pris égal à δner ≈ 0.7 m sous les conseils d’Airbus.

Géométrie voilure : Elles sont normalement connues, mais à défaut, les caractéristiques
géométriques de la voilure ont été considérées comme suit : L’effilement ε = 0.3,
épaisseur relative er = 12%, et corde à l’emplanture Cemp = S

b
2

ε+1 (Appendix A,

p. 179). La flèche à 25% considérée est celle avant la cassure (si elle est inconnue,
c’est la flèche après cassure qui est prise en compte).

Attaches moteurs : si les moteurs sont montés sous voilure, le premier moteur est
supposé accroché à Ym1 ≈ 1/3 de l’envergure en partant du fuselage et le deuxième
moteur (pour les avions quadri-moteurs) est supposé accroché à Ym2 = 2/3 (Ce
sont les ordres de grandeurs relevés (Figure C.1, p. 205)).

le rapport facteur de charge extrême négatif/positif est celui des avions de transport

civil x = nzce
	

nzce
⊕ = −0.4 conformément à la FAR 25.337.

Type de dimensionnement : Pour notre modèle, les semelles ont été dimensionnées
selon le critère de contrainte. (Table 4.4, p. 68), la peau a été dimensionnée en torsion
selon le critère de déformation (efficacité des gouvernes de roulis (Table 4.9, p. 103)).

7.2 Résultats :

Les erreurs relatives moyennes d’estimation des différents modèles voilure sont données
dans les tableaux qui suivent.
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é
r
a

M
o
y
e
n

c
o
u
r
r
ie

r

O
n
é
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Nom de l’avion Er% Er% Er% Er% Er% Er% Er% Er% Er% Er% Er% Er% Er% Er%

CITATION 1 -56.2 -162.2 -24.9 -45.4 48 NaN NaN -42.5 NaN NaN NaN NaN NaN -8.2

SN-601-CORVE -1.2 -104.7 0.7 -8.6 46.1 NaN NaN -14.9 NaN NaN NaN NaN NaN 16.2
FALCON 10 9.8 -114.1 -2 -14.5 42.1 NaN NaN 1 NaN NaN NaN NaN NaN 29.2
HS 125-3 B -16.7 -126.8 14.1 -9 64.2 -4.8 NaN 18.7 -17.2 -27 34 30.4 37.2 32.5
NORD 262-20 -4.5 -116.5 -13.7 -21.4 60.3 NaN NaN -12.4 NaN NaN NaN NaN NaN 1
HS 125-600 B 3.7 -87.9 24 6.4 70.8 10.6 NaN 23.8 7 -13.8 35.8 33 38.1 40.4
FALCON 20 10.3 -75.3 -2.1 -6.6 49.5 7.4 NaN 23.8 -11.7 4.7 23.9 24.6 28.5 39.2
ATR-42-200 7.3 -130.1 -15.3 -23.4 47 -13.8 NaN -18.7 -30.8 -68.4 10 4.5 -42.4 5.8
FALCON 50-B 10.5 -77.3 2 -13.3 43.5 3.5 NaN 5.1 1 -5.6 29.4 23.9 13.1 33.4
FOKKER-27 -0.3 -82.9 3.9 -19.4 63.5 -12.1 -33.9 -25.5 -30.7 -83.1 24.7 16.3 -38.4 9.6
FALCON 900 -0.3 -94.4 -10.3 -24.7 38.2 -7.8 -71.1 1.1 -13 -20.4 13 8.3 -6.6 28.5
VFW-614-G6 -0.2 -57 8.4 -1.6 63.5 NaN -24.9 12.2 NaN NaN NaN NaN NaN 29.9
FOKKER-28 -0.2 -53.4 9.7 -5.1 64.1 17.4 -6.8 21.2 -2.4 -12.5 16.1 18.6 13.1 39.7
DC 9-10 -2.7 -68 -7.6 -22.7 47 4.8 -14.1 -15.2 -8.7 -9.8 6.6 8.1 -4.8 17.9
B 737-100 -8.5 -55.3 3.1 -15.1 52.1 2.1 -13.7 -19.1 -7.1 -33.7 2.7 0.4 -17 15.5
B 737-200 4.8 -41.1 12.5 -3.5 57.1 13 -2 -1.2 6.7 -16.8 14.2 13.1 1.8 27.2
DC 9-30 8.7 -55.2 5.7 -10.9 43.1 16 2.3 -16.1 -9.6 1.3 12.3 14.8 -0.9 21.6
CARAVELLE-6R -17.2 -42.6 -42.1 -47.8 28.4 -16.3 -20.6 -18.6 -38.7 9 9.6 16 14.2 -1.4

DC 9-40 -0.1 -69.2 -4.7 -20.3 47.6 7.6 -5.2 -25.8 -0.6 -4.9 8.3 10.5 -6.9 9.1
TRIDENT 1 -11.8 -50.1 -14.8 -28.9 39.2 1.5 -17.2 -6.6 -30.1 -0.5 5.1 11.9 19.4 16.6
MERCURE IT -1.1 -46.3 -11.6 -19.8 40.7 -2.3 -8 -14.4 -10.5 -1.1 6.8 9.8 -2.3 8.1
DC 9-50 7.6 -59.4 2.7 -15.2 39.5 13.1 0.8 -20.8 -9.9 -0.8 7.5 10.8 -7.4 17.3
CARAVELLE 12 -8.1 -42 -15.5 -31.2 38.8 NaN -11.7 -6.9 NaN NaN NaN NaN NaN 11.8
A319-100 11.3 -16 18.7 6.2 46.3 18.1 20.8 8.3 -1.7 9.4 19.4 21.1 -0.2 33.3
B 727-100 0 -37.5 -1.4 -22.5 44.9 7.9 1.5 11.5 -19.9 -6.4 8.6 11.8 12.6 30.7
A320-200 3 3.1 35 15.3 67.8 35.2 32.3 9 31.9 -1.2 26.7 25.4 10.8 41
A320-100 -5 -1.6 31.1 10.8 65.8 33.1 29.6 -3.2 30.5 -2.9 25.5 24.2 9.2 32.2
B 727-200 7.3 -35.8 -3.4 -21.2 37.8 8 5.8 17.2 -32.4 1.7 3.4 9.7 7.7 33.3
A321-100 6.1 -18.4 17.4 3.6 39.5 14.4 20.6 3.5 4.4 13.5 18.6 21.3 -2.8 19.9
A321-200 4 -24.5 13.9 -1.6 33 7 16.8 -2 -0.6 10.4 15.5 17.7 -11.8 13.9
DC 8-20 15.1 -25.4 -9.5 -14.7 42.9 NaN -10.9 3.7 NaN NaN NaN NaN NaN 24
A310-200 0 10.3 22.1 6.2 58.4 24.6 22.5 12.7 23 16 23.5 27.3 18.9 33.6
B 707-328 -1.4 -54.1 -34.5 -43.6 33.6 -16.8 -47.7 12.7 -1.4 -10.8 -2.4 4.2 10.6 22.3
A310-300 3.5 9.9 23.4 5.3 56.2 25.9 22 14.8 23.4 15.2 23.4 26.9 17.3 37
A300 B4 -0.3 -1.8 4.4 -3.9 45.5 12.6 3.4 13.7 1.7 29.2 20.7 30.3 29.2 21.3
DC 8-63 3.9 -34.9 -26.6 -31.6 33.1 -6.1 -27.1 -15.6 8.2 10.2 4.1 13 12.7 9.2
A300-600 -15.1 -3 1 -10.8 48.3 9.8 1 -1.9 7.1 19.6 16.7 24.6 19.4 9.4
A300-600R -6 -4.1 3.1 -9.5 40.2 9.5 -1.2 12.3 -2.6 NaN NaN NaN NaN 24.7
CONCORDE -34.2 -68.4 -64.4 -62.9 5.4 -22.9 -202.8 32.8 -8.2 14.2 -55.2 -29.4 37.5 44

L-1011 TRIST 0.4 -2.5 -7 -21.8 52.4 13.3 -4.2 5.7 0.4 2.3 4.1 12.8 21.1 23.3
DC 10-10 0.8 -10.6 -16.2 -29.9 44.4 0 -21 -1.5 -16.9 8 3 14.5 21.8 12.8
A330-300 -1.4 5.7 -7.2 -21.6 27.3 -13.8 -8 12.3 -46.4 21.8 4.3 12.4 -13.4 19.7
B 777-200 7.6 7.7 -5.9 -32.4 26.2 -26.6 -30.5 -26.5 -58.5 NaN NaN NaN NaN 8.1
DC 10-30 4.5 -11.5 -17.7 -33.4 36.9 -3.8 -27.3 -9.3 -11.4 14 5.7 16 18.4 8.1
A340-300 -2 -4 -11.1 -21.9 15.9 -19.2 -21.4 8 16.3 24.4 8.5 16 -8.1 14.1
B 747-100 4.4 12.9 -7.9 -27.8 48.1 -6.1 -31 9.2 15.4 -6.9 -1.6 3.3 -1.6 23.8
A340-600 4.5 18.8 7.6 -4.4 29.1 1.7 -8.4 11.5 31.3 NaN NaN NaN NaN 24.5
B 747-400 5.1 -0.4 -23.5 -39.6 6.6 -23.6 -52.6 0.1 8.1 15.3 -3.4 7.2 -0.4 8.3
A380 8.8 34.3 2.8 -8.3 32.7 4.1 -16.5 22.3 18.6 38.9 20.4 31.5 32.2 32.6

Erreur relative

moyenne Ermoy% 5.2 43.4 11.7 16.7 45 12 18.3 12 15.2 15.7 13.8 16.5 15.1 22

Autres avions à titre indicatif . . .

BREGUET 941 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN -18.4 NaN NaN NaN NaN NaN -4.4
BR. ATLANTIC -28.4 -78.5 -21.1 -39.8 39.8 NaN -26.5 -30.5 NaN NaN NaN NaN NaN 1.2
TRANSALL -34.3 -56.8 -30.1 -38.6 47.7 -14.4 -13.2 -26.8 -28.6 -30.4 6.4 8.2 -7.4 -5.5
TRANSALLC160 -23.6 -43.2 -16.1 -28.6 58.8 NaN -3.6 -11.9 NaN NaN NaN NaN NaN 8.9
BOEING C-135 -13.8 -62.2 -21.7 -39.2 48 NaN -23.8 -5.5 NaN NaN NaN NaN NaN 13
C-141 1.8 -23.2 -21.1 -23.2 35.8 NaN -24.2 -2.8 NaN NaN NaN NaN NaN 7.7
B 52 H -2 -60.5 -40 -53.3 17.7 -26.7 -61.7 11.2 -2.7 -13.3 -5.2 -1.9 -9.9 19.7
C-5A GALAXY -12.8 -27 -30.2 -39.6 39.4 -10.2 -31.8 -5 -8.2 1.1 -6.4 9.1 11.8 -3.9

ALPHAJET-APP -32 -196.1 -93.5 -94.7 -20 NaN NaN -54.1 NaN NaN NaN NaN NaN -23.6
MIRAGE G -203.5 -251.1 -192 -343.5 -339.9 NaN NaN -75.5 NaN NaN NaN NaN NaN -26.7
MIRAGE 2000B -52.7 -120.2 -112.5 NaN 28.3 NaN NaN -41.7 NaN NaN NaN NaN NaN 9.4
MIRAGE 2000N -40.9 -121.2 -103.1 NaN 28 NaN NaN -23.4 NaN NaN NaN NaN NaN 19.8
BUCCANEER 2B 12.6 -44.5 -23.4 -12.4 22.2 NaN -60.7 41.7 NaN NaN NaN NaN NaN 42.7
TORNADO GR 1 -14.3 -83.6 -45.4 NaN -6.3 NaN -78.6 -13 NaN NaN NaN NaN NaN -9.1
MIRAGE IV-A -28.7 -146.8 -95.3 -69.5 -11 NaN -149.8 38.2 NaN NaN NaN NaN NaN 39.5
T.S.R.2 -44.5 -160.6 -145.7 -121.8 -44.9 NaN -179 -2.7 NaN NaN NaN NaN NaN 19.6

PHANTOM F4B -38.5 -146 -115.8 -92.8 -34.3 NaN -146.9 -11.2 NaN NaN NaN NaN NaN 0.1

HUNTER F MK1 17.5 -32.3 0.7 5.5 46.1 NaN NaN 48.2 NaN NaN NaN NaN NaN 50.9
NORTHROP F5A -315.8 -596.2 -320.8 -499.5 -400.7 -341.5 NaN -90.9 -935.1 -130.8 -212.6 -260.8 -588.1 -60.6
MIRAGE III-C -21.6 -134.8 -96.5 -77.2 -2.7 NaN NaN -15.2 NaN NaN NaN NaN NaN 30.7
HARRIER GR 1 -23.5 -211.2 -98.3 -91.1 -12.8 -28.5 NaN -19.2 -29.6 -12 -38.3 -25.6 12.7 0
MIRAGE III-E -28.2 -205 -139.6 -104.6 -2.1 -43.7 NaN -16.5 -167.8 18.7 -48.2 -34.4 30.1 20.8
MIRAGE F1-C -5 -189.8 -112.6 -81.6 -55.1 NaN NaN 12.9 NaN NaN NaN NaN NaN 11.1
JAGUAR A -21.9 -197.5 -121 -97.3 -44.9 NaN NaN -27.5 NaN NaN NaN NaN NaN -13.4
LIGHTNING M1 6.9 -61.8 -46.5 -33 -9 NaN NaN 67.5 NaN NaN NaN NaN NaN 57.6
MIRAGE 2000C -52.4 -120.2 -112.2 NaN 28.3 NaN NaN -41.2 NaN NaN NaN NaN NaN 9.7
F 16 A -122.3 -345.3 -292.2 -228.5 -157.9 NaN NaN -110.9 NaN NaN NaN NaN NaN -125
RAFALE - A -116.3 -191.5 -206.5 NaN -101.1 NaN -305.7 -55.4 NaN NaN NaN NaN NaN -52

SUP.ETENDARD 16.4 -105.4 -54.2 -41.6 -16.2 NaN NaN 41.5 NaN NaN NaN NaN NaN 40
SCIMITAR MK1 -7.4 -79.8 -70.1 -51.8 0.6 NaN NaN 31.9 NaN NaN NaN NaN NaN 32
F 18 A -57.3 -201.2 -162.9 -106.3 -50.5 NaN -183.2 -30.2 NaN NaN NaN NaN NaN -55.7

CESSNA T-37 -71.6 -183.7 -41.8 -58.2 42 NaN NaN -20.1 NaN NaN NaN NaN NaN -13.1
GNAT T MK 1 -8.9 -169.4 -59.1 -38.7 7 NaN NaN 25.9 NaN NaN NaN NaN NaN 24.9
HAWK T MK 1 3.5 -137.5 -46.2 -48.1 15.3 NaN NaN -27.7 NaN NaN NaN NaN NaN 3.6
ALPHAJET-ECO -28.8 -189.1 -88.2 -88.9 -22.8 NaN NaN -49.2 NaN NaN NaN NaN NaN -19.5
JAGUAR E -10.9 -177.2 -102.6 -78.6 -31.4 NaN NaN -14.7 NaN NaN NaN NaN NaN -0.2
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7.2.1 Modèles de l’Aérospatiale

Nom Données F.Leclerc W.Dupont W.Dupont Complet
de l’avion MW MW Er% MW Er% Flex.+Cisail.+Nerv.+R.T.+ S.S. = MW Er%

(kg) (kg) (%) (kg) (%) (kg)+ (kg)+ (kg)+(kg)+ (kg) = (kg) (%)

CITATION 1 446 1169 -162.2 557 -24.9 222+ 74+ 82+ 28+ 243 = 648 -45.4
SN-601-CORVE 627 1284 -104.7 622 0.7 261+ 89+ 90+ 0+ 240 = 681 -8.6
FALCON 10 848 1816 -114.1 865 -2 421+ 113+ 101+ 47+ 289 = 971 -14.5
HS 125-3 B 815 1849 -126.8 700 14.1 243+ 82+ 100+ 51+ 412 = 888 -9
NORD 262-20 1197 2592 -116.5 1361 -13.7 494+ 136+ 146+ 0+ 676 = 1453 -21.4
HS 125-600 B 967 1817 -87.9 735 24 259+ 102+ 111+ 0+ 432 = 905 6.4
FALCON 20 1495 2621 -75.3 1527 -2.1 639+ 172+ 155+ 65+ 564 = 1594 -6.6
ATR-42-200 1568 3608 -130.1 1808 -15.3 811+ 193+ 160+ 0+ 769 = 1934 -23.4
FALCON 50-B 1881 3335 -77.3 1843 2 903+ 248+ 180+ 92+ 707 = 2131 -13.3
FOKKER-27 2004 3665 -82.9 1926 3.9 819+ 243+ 194+ 97+ 1040 = 2392 -19.4
FALCON 900 1902 3698 -94.4 2098 -10.3 1044+ 281+ 196+ 70+ 781 = 2371 -24.7
VFW-614-G6 2298 3609 -57 2105 8.4 789+ 250+ 207+ 109+ 982 = 2336 -1.6
FOKKER-28 3232 4958 -53.4 2919 9.7 1235+ 364+ 265+ 141+ 1392 = 3397 -5.1
DC 9-10 4279 7188 -68 4606 -7.6 2304+ 569+ 337+ 214+ 1827 = 5251 -22.7
B 737-100 4521 7022 -55.3 4381 3.1 2023+ 588+ 339+ 238+ 2014 = 5203 -15.1
B 737-200 5038 7108 -41.1 4407 12.5 1984+ 584+ 343+ 246+ 2055 = 5212 -3.5
DC 9-30 5261 8163 -55.2 4963 5.7 2544+ 630+ 357+ 261+ 2046 = 5837 -10.9
CARAVELLE-6R 6592 9401 -42.6 9368 -42.1 4509+ 1129+ 579+ 276+ 3251 = 9745 -47.8
DC 9-40 5186 8777 -69.2 5429 -4.7 2879+ 670+ 369+ 245+ 2077 = 6240 -20.3
TRIDENT 1 5550 8328 -50.1 6372 -14.8 2767+ 807+ 471+ 269+ 2838 = 7153 -28.9
MERCURE IT 6401 9366 -46.3 7143 -11.6 3547+ 868+ 446+ 276+ 2529 = 7666 -19.8
DC 9-50 5444 8676 -59.4 5299 2.7 2779+ 695+ 378+ 290+ 2129 = 6270 -15.2
CARAVELLE 12 7258 10306 -42 8381 -15.5 4289+ 1037+ 522+ 288+ 3389 = 9526 -31.2
A319-100 8732 10132 -16 7096 18.7 3633+ 937+ 456+ 340+ 2827 = 8193 6.2
B 727-100 8051 11072 -37.5 8165 -1.4 3742+ 1075+ 565+ 364+ 4115 = 9861 -22.5
A320-200 8766 8498 3.1 5697 35 2618+ 995+ 481+ 359+ 2968 = 7422 15.3
A320-100 8622 8761 -1.6 5944 31.1 2776+ 1056+ 499+ 340+ 3017 = 7687 10.8
B 727-200 8956 12162 -35.8 9261 -3.4 4435+ 1181+ 593+ 424+ 4221 = 10855 -21.2
A321-100 9975 11809 -18.4 8237 17.4 4443+ 1150+ 517+ 410+ 3097 = 9617 3.6
A321-200 10026 12484 -24.5 8637 13.9 4846+ 1228+ 531+ 410+ 3168 = 10184 -1.6
DC 8-20 14636 18354 -25.4 16029 -9.5 6567+ 1774+ 822+ 467+ 7156 = 16786 -14.7
A310-200 18496 16588 10.3 14406 22.1 6949+ 2226+ 879+ 684+ 6619 = 17358 6.2
B 707-328 13018 20066 -54.1 17505 -34.5 7531+ 2014+ 872+ 501+ 7773 = 18691 -43.6
A310-300 18660 16820 9.9 14300 23.4 6934+ 2336+ 902+ 698+ 6805 = 17675 5.3
A300 B4 21299 21683 -1.8 20367 4.4 9644+ 2505+ 1012+ 756+ 8218 = 22134 -3.9
DC 8-63 17259 23281 -34.9 21843 -26.6 10191+ 2504+ 982+ 595+ 8448 = 22719 -31.6
A300-600 20871 21503 -3 20654 1 10147+ 2783+ 1058+ 779+ 8353 = 23120 -10.8
A300-600R 21193 22060 -4.1 20546 3.1 10165+ 2764+ 1048+ 790+ 8449 = 23216 -9.5
CONCORDE 15488 26084 -68.4 25457 -64.4 9565+ 2515+ 1145+ 595+11410 = 25231 -62.9
L-1011 TRIST 21433 21979 -2.5 22928 -7 9885+ 3322+ 1272+ 0+11631 = 26111 -21.8
DC 10-10 22328 24685 -10.6 25951 -16.2 11369+ 3381+ 1305+ 933+12015 = 29002 -29.9
A330-300 34900 32908 5.7 37410 -7.2 22535+ 4746+ 1422+1049+12682 = 42434 -21.6
B 777-200 34125 31484 7.7 36141 -5.9 20782+ 5794+ 1615+1146+15840 = 45176 -32.4
DC 10-30 26634 29685 -11.5 31349 -17.7 15163+ 4352+ 1486+1036+13481 = 35519 -33.4
A340-300 35500 36936 -4 39457 -11.1 23062+ 4857+ 1416+1027+12920 = 43281 -21.9
B 747-100 40450 35228 12.9 43628 -7.9 20851+ 6869+ 1945+1389+20647 = 51701 -27.8
A340-600 50165 40743 18.8 46349 7.6 24729+ 6715+ 1862+1390+17666 = 52362 -4.4
B 747-400 44632 44826 -0.4 55117 -23.5 28850+ 7946+ 2120+1555+21838 = 62310 -39.6
A380 94700 62241 34.3 92028 2.8 44871+ 12758+ 3141+2111+39653 = 102534 -8.3

BREGUET 941 1875 NaN NaN NaN NaN NaN+ NaN+ 246+ 0+ 1256 = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 7617 -78.5 5167 -21.1 2337+ 643+ 376+ 191+ 2418 = 5966 -39.8
TRANSALL 5606 8793 -56.8 7296 -30.1 3137+ 847+ 485+ 0+ 3300 = 7769 -38.6
TRANSALLC160 6045 8659 -43.2 7017 -16.1 2975+ 892+ 497+ 0+ 3410 = 7775 -28.6
BOEING C-135 10859 17614 -62.2 13215 -21.7 5765+ 1677+ 740+ 484+ 6454 = 15121 -39.2
C-141 17019 20967 -23.2 20602 -21.1 8859+ 2375+ 986+ 0+ 8740 = 20961 -23.2
B 52 H 20697 33221 -60.5 28979 -40 14742+ 3223+ 1143+ 0+12615 = 31723 -53.3
C-5A GALAXY 36388 46227 -27 47384 -30.2 20325+ 5035+ 1779+ 0+23658 = 50797 -39.6

ALPHAJET-APP 447 1323 -196.1 865 -93.5 402+ 135+ 132+ 0+ 201 = 870 -94.7
MIRAGE G 1020 3581 -251.1 2979 -192 3176+ 617+ 247+ 0+ 484 = 4524 -343.5
MIRAGE 2000B 1156 2545 -120.2 2456 -112.5 1033+ 392+ 309+NaN+ 623 = NaN NaN
MIRAGE 2000N 1151 2545 -121.2 2338 -103.1 967+ 367+ 292+NaN+ 623 = NaN NaN
BUCCANEER 2B 2708 3914 -44.5 3342 -23.4 1500+ 397+ 288+ 104+ 754 = 3043 -12.4
TORNADO GR 1 1994 3660 -83.6 2900 -45.4 1932+ 510+ 351+NaN+ 476 = NaN NaN
MIRAGE IV-A 2511 6197 -146.8 4905 -95.3 1899+ 445+ 348+ 88+ 1476 = 4255 -69.5
T.S.R.2 2560 6670 -160.6 6291 -145.7 2925+ 801+ 538+ 0+ 1413 = 5677 -121.8

PHANTOM F4B 1980 4870 -146 4274 -115.8 1966+ 478+ 363+ 119+ 890 = 3817 -92.8

HUNTER F MK1 1219 1613 -32.3 1210 0.7 467+ 146+ 143+ 39+ 357 = 1152 5.5
NORTHROP F5A 430 2994 -596.2 1809 -320.8 1979+ 224+ 129+ 51+ 195 = 2578 -499.5
MIRAGE III-C 1078 2532 -134.8 2118 -96.5 949+ 245+ 208+ 41+ 467 = 1911 -77.2
HARRIER GR 1 564 1755 -211.2 1119 -98.3 484+ 166+ 175+ 0+ 252 = 1078 -91.1
MIRAGE III-E 1145 3492 -205 2743 -139.6 1345+ 249+ 210+ 43+ 495 = 2342 -104.6
MIRAGE F1-C 1096 3176 -189.8 2330 -112.6 1186+ 229+ 213+ 0+ 362 = 1990 -81.6
JAGUAR A 891 2651 -197.5 1969 -121 937+ 240+ 229+ 0+ 352 = 1758 -97.3
LIGHTNING M1 2245 3633 -61.8 3290 -46.5 1680+ 349+ 257+ 73+ 626 = 2986 -33
MIRAGE 2000C 1156 2545 -120.2 2453 -112.2 1032+ 391+ 308+NaN+ 623 = NaN NaN
F 16 A 805 3584 -345.3 3157 -292.2 1627+ 311+ 284+ 0+ 423 = 2645 -228.5
RAFALE - A 1406 4098 -191.5 4310 -206.5 2198+ 502+ 356+NaN+ 756 = NaN NaN

SUP.ETENDARD 1348 2768 -105.4 2079 -54.2 1073+ 224+ 187+ 42+ 383 = 1909 -41.6
SCIMITAR MK1 1995 3588 -79.8 3394 -70.1 1605+ 380+ 287+ 71+ 685 = 3028 -51.8
F 18 A 1533 4617 -201.2 4031 -162.9 1869+ 355+ 319+ 0+ 621 = 3163 -106.3

CESSNA T-37 257 729 -183.7 364 -41.8 127+ 50+ 65+ 15+ 148 = 407 -58.2
GNAT T MK 1 414 1115 -169.4 659 -59.1 276+ 67+ 80+ 0+ 151 = 574 -38.7
HAWK T MK 1 554 1316 -137.5 810 -46.2 373+ 116+ 118+ 26+ 187 = 821 -48.1
ALPHAJET-ECO 450 1301 -189.1 847 -88.2 391+ 131+ 129+ 0+ 199 = 850 -88.9
JAGUAR E 892 2473 -177.2 1807 -102.6 835+ 214+ 206+ 0+ 338 = 1593 -78.6
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7.2.2 Autres modèles statistiques
Nom Données General Dynamics I.Kroo J.Martin Stender-Morelli
de l’avion MW MW Er% MW Er% MW Er% MW Er%

(kg) (kg) (%) (kg) (%) (kg) (%) (kg) (%)

CITATION 1 446 232 48 NaN NaN NaN NaN 636 -42.5
SN-601-CORVE 627 338 46.1 NaN NaN NaN NaN 720 -14.9
FALCON 10 848 491 42.1 NaN NaN NaN NaN 840 1
HS 125-3 B 815 292 64.2 854 -4.8 NaN NaN 662 18.7
NORD 262-20 1197 475 60.3 NaN NaN NaN NaN 1345 -12.4
HS 125-600 B 967 283 70.8 865 10.6 NaN NaN 737 23.8
FALCON 20 1495 755 49.5 1384 7.4 NaN NaN 1140 23.8
ATR-42-200 1568 832 47 1785 -13.8 NaN NaN 1861 -18.7
FALCON 50-B 1881 1062 43.5 1815 3.5 NaN NaN 1785 5.1
FOKKER-27 2004 731 63.5 2247 -12.1 2683 -33.9 2515 -25.5
FALCON 900 1902 1176 38.2 2049 -7.8 3254 -71.1 1880 1.1
VFW-614-G6 2298 838 63.5 NaN NaN 2869 -24.9 2019 12.2
FOKKER-28 3232 1162 64.1 2669 17.4 3451 -6.8 2548 21.2
DC 9-10 4279 2270 47 4073 4.8 4883 -14.1 4931 -15.2
B 737-100 4521 2167 52.1 4426 2.1 5142 -13.7 5385 -19.1
B 737-200 5038 2159 57.1 4383 13 5140 -2 5101 -1.2
DC 9-30 5261 2996 43.1 4418 16 5138 2.3 6110 -16.1
CARAVELLE-6R 6592 4717 28.4 7664 -16.3 7951 -20.6 7819 -18.6
DC 9-40 5186 2718 47.6 4793 7.6 5458 -5.2 6522 -25.8
TRIDENT 1 5550 3375 39.2 5465 1.5 6507 -17.2 5918 -6.6
MERCURE IT 6401 3796 40.7 6550 -2.3 6910 -8 7321 -14.4
DC 9-50 5444 3295 39.5 4732 13.1 5402 0.8 6577 -20.8
CARAVELLE 12 7258 4443 38.8 NaN NaN 8107 -11.7 7756 -6.9
A319-100 8732 4685 46.3 7154 18.1 6912 20.8 8011 8.3
B 727-100 8051 4438 44.9 7412 7.9 7931 1.5 7122 11.5
A320-200 8766 2820 67.8 5682 35.2 5932 32.3 7977 9
A320-100 8622 2947 65.8 5766 33.1 6070 29.6 8894 -3.2
B 727-200 8956 5572 37.8 8236 8 8433 5.8 7413 17.2
A321-100 9975 6030 39.5 8541 14.4 7918 20.6 9625 3.5
A321-200 10026 6717 33 9322 7 8339 16.8 10224 -2
DC 8-20 14636 8359 42.9 NaN NaN 16234 -10.9 14100 3.7
A310-200 18496 7693 58.4 13942 24.6 14343 22.5 16138 12.7
B 707-328 13018 8646 33.6 15210 -16.8 19231 -47.7 11359 12.7
A310-300 18660 8182 56.2 13827 25.9 14550 22 15900 14.8
A300 B4 21299 11602 45.5 18615 12.6 20582 3.4 18386 13.7
DC 8-63 17259 11548 33.1 18320 -6.1 21936 -27.1 19946 -15.6
A300-600 20871 10785 48.3 18836 9.8 20670 1 21271 -1.9
A300-600R 21193 12674 40.2 19187 9.5 21439 -1.2 18595 12.3
CONCORDE 15488 14646 5.4 19036 -22.9 46903 -202.8 10403 32.8
L-1011 TRIST 21433 10212 52.4 18592 13.3 22338 -4.2 20205 5.7
DC 10-10 22328 12405 44.4 22335 0 27017 -21 22652 -1.5
A330-300 34900 25383 27.3 39726 -13.8 37693 -8 30612 12.3
B 777-200 34125 25179 26.2 43188 -26.6 44538 -30.5 43175 -26.5
DC 10-30 26634 16806 36.9 27647 -3.8 33907 -27.3 29107 -9.3
A340-300 35500 29838 15.9 42308 -19.2 43113 -21.4 32664 8
B 747-100 40450 20981 48.1 42905 -6.1 52980 -31 36737 9.2
A340-600 50165 35583 29.1 49308 1.7 54401 -8.4 44414 11.5
B 747-400 44632 41679 6.6 55162 -23.6 68129 -52.6 44607 0.1
A380 94700 63693 32.7 90801 4.1 110284 -16.5 73584 22.3

BREGUET 941 1875 NaN NaN NaN NaN NaN NaN 2219 -18.4
BR. ATLANTIC 4266 2568 39.8 NaN NaN 5397 -26.5 5566 -30.5
TRANSALL 5606 2934 47.7 6416 -14.4 6346 -13.2 7109 -26.8
TRANSALLC160 6045 2492 58.8 NaN NaN 6262 -3.6 6765 -11.9
BOEING C-135 10859 5650 48 NaN NaN 13446 -23.8 11461 -5.5
C-141 17019 10931 35.8 NaN NaN 21132 -24.2 17489 -2.8
B 52 H 20697 17043 17.7 26214 -26.7 33470 -61.7 18376 11.2
C-5A GALAXY 36388 22046 39.4 40097 -10.2 47975 -31.8 38197 -5

ALPHAJET-APP 447 536 -20 NaN NaN NaN NaN 689 -54.1
MIRAGE G 1020 4487 -339.9 NaN NaN NaN NaN 1790 -75.5
MIRAGE 2000B 1156 828 28.3 NaN NaN NaN NaN 1638 -41.7
MIRAGE 2000N 1151 828 28 NaN NaN NaN NaN 1421 -23.4
BUCCANEER 2B 2708 2108 22.2 NaN NaN 4352 -60.7 1580 41.7
TORNADO GR 1 1994 2119 -6.3 NaN NaN 3562 -78.6 2254 -13
MIRAGE IV-A 2511 2787 -11 NaN NaN 6272 -149.8 1552 38.2
T.S.R.2 2560 3710 -44.9 NaN NaN 7141 -179 2628 -2.7

PHANTOM F4B 1980 2658 -34.3 NaN NaN 4888 -146.9 2201 -11.2

HUNTER F MK1 1219 657 46.1 NaN NaN NaN NaN 632 48.2
NORTHROP F5A 430 2153 -400.7 1899 -341.5 NaN NaN 821 -90.9
MIRAGE III-C 1078 1107 -2.7 NaN NaN NaN NaN 1242 -15.2
HARRIER GR 1 564 636 -12.8 725 -28.5 NaN NaN 672 -19.2
MIRAGE III-E 1145 1169 -2.1 1645 -43.7 NaN NaN 1334 -16.5
MIRAGE F1-C 1096 1700 -55.1 NaN NaN NaN NaN 954 12.9
JAGUAR A 891 1291 -44.9 NaN NaN NaN NaN 1136 -27.5
LIGHTNING M1 2245 2446 -9 NaN NaN NaN NaN 731 67.5
MIRAGE 2000C 1156 828 28.3 NaN NaN NaN NaN 1632 -41.2
F 16 A 805 2076 -157.9 NaN NaN NaN NaN 1697 -110.9
RAFALE - A 1406 2828 -101.1 NaN NaN 5704 -305.7 2185 -55.4

SUP.ETENDARD 1348 1566 -16.2 NaN NaN NaN NaN 789 41.5
SCIMITAR MK1 1995 1983 0.6 NaN NaN NaN NaN 1358 31.9
F 18 A 1533 2308 -50.5 NaN NaN 4341 -183.2 1995 -30.2

CESSNA T-37 257 149 42 NaN NaN NaN NaN 309 -20.1
GNAT T MK 1 414 385 7 NaN NaN NaN NaN 307 25.9
HAWK T MK 1 554 469 15.3 NaN NaN NaN NaN 707 -27.7
ALPHAJET-ECO 450 553 -22.8 NaN NaN NaN NaN 671 -49.2
JAGUAR E 892 1172 -31.4 NaN NaN NaN NaN 1023 -14.7
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7.2.3 Modèle d’E.Torenbeek
Nom Données E.Torenbeek
de l’avion MW MW SP + MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) = (kg) (%)

CITATION 1 446 NaN + 331 = NaN NaN
SN-601-CORVE 627 NaN + NaN = NaN NaN
FALCON 10 848 NaN + 318 = NaN NaN
HS 125-3 B 815 425 + 531 = 955 -17.2
NORD 262-20 1197 NaN + 724 = NaN NaN
HS 125-600 B 967 450 + 449 = 899 7
FALCON 20 1495 1089 + 581 = 1670 -11.7
ATR-42-200 1568 1339 + 1528 = 2051 -30.8
FALCON 50-B 1881 1226 + 636 = 1862 1
FOKKER-27 2004 1503 + 1116 = 2620 -30.7
FALCON 900 1902 1451 + 699 = 2150 -13
VFW-614-G6 2298 NaN + 925 = NaN NaN
FOKKER-28 3232 2175 + 1135 = 3310 -2.4
DC 9-10 4279 3309 + 1341 = 4650 -8.7
B 737-100 4521 3310 + 1532 = 4842 -7.1
B 737-200 5038 3190 + 1512 = 4702 6.7
DC 9-30 5261 4340 + 3036 = 5767 -9.6
CARAVELLE-6R 6592 6845 + 2298 = 9143 -38.7
DC 9-40 5186 3791 + 1427 = 5218 -0.6
TRIDENT 1 5550 5307 + 1916 = 7223 -30.1
MERCURE IT 6401 5215 + 1858 = 7073 -10.5
DC 9-50 5444 4525 + 3094 = 5981 -9.9
CARAVELLE 12 7258 NaN + 2444 = NaN NaN
A319-100 8732 6895 + 4213 = 8883 -1.7
B 727-100 8051 6932 + 2720 = 9652 -19.9
A320-200 8766 3987 + 4254 = 5970 31.9
A320-100 8622 3993 + 4287 = 5991 30.5
B 727-200 8956 9126 + 5800 = 11859 -32.4
A321-100 9975 7453 + 4421 = 9540 4.4
A321-200 10026 7968 + 4475 = 10084 -0.6
DC 8-20 14636 NaN + 4684 = NaN NaN
A310-200 18496 10143 + 4098 = 14241 23
B 707-328 13018 8421 + 4781 = 13202 -1.4
A310-300 18660 10129 + 4166 = 14295 23.4
A300 B4 21299 15877 + 5061 = 20938 1.7
DC 8-63 17259 10539 + 5303 = 15842 8.2
A300-600 20871 14381 + 5002 = 19383 7.1
A300-600R 21193 16684 + 10744 = 21745 -2.6
CONCORDE 15488 9747 + 7019 = 16766 -8.2
L-1011 TRIST 21433 13989 + 7355 = 21345 0.4
DC 10-10 22328 18431 + 7680 = 26111 -16.9
A330-300 34900 43389 + 16030 = 51094 -46.4
B 777-200 34125 44833 + 19407 = 54097 -58.5
DC 10-30 26634 21461 + 8205 = 29665 -11.4
A340-300 35500 22097 + 16189 = 29699 16.3
B 747-100 40450 22468 + 11743 = 34210 15.4
A340-600 50165 24599 + 21128 = 34485 31.3
B 747-400 44632 28774 + 26212 = 41025 8.1
A380 94700 46423 + 66045 = 77074 18.6

BREGUET 941 1875 NaN + 1102 = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 NaN + 1789 = NaN NaN
TRANSALL 5606 4799 + 2409 = 7208 -28.6
TRANSALLC160 6045 NaN + 2441 = NaN NaN
BOEING C-135 10859 NaN + 4160 = NaN NaN
C-141 17019 NaN + 5836 = NaN NaN
B 52 H 20697 12944 + 8321 = 21265 -2.7
C-5A GALAXY 36388 25124 + 14243 = 39366 -8.2

ALPHAJET-APP 447 NaN + 226 = NaN NaN
MIRAGE G 1020 NaN + NaN = NaN NaN
MIRAGE 2000B 1156 NaN + NaN = NaN NaN
MIRAGE 2000N 1151 NaN + NaN = NaN NaN
BUCCANEER 2B 2708 NaN + 692 = NaN NaN
TORNADO GR 1 1994 NaN + 416 = NaN NaN
MIRAGE IV-A 2511 NaN + 1224 = NaN NaN
T.S.R.2 2560 NaN + NaN = NaN NaN

PHANTOM F4B 1980 NaN + 685 = NaN NaN

HUNTER F MK1 1219 NaN + 415 = NaN NaN
NORTHROP F5A 430 4206 + 245 = 4451 -935.1
MIRAGE III-C 1078 NaN + 499 = NaN NaN
HARRIER GR 1 564 469 + 262 = 731 -29.6
MIRAGE III-E 1145 2563 + 503 = 3066 -167.8
MIRAGE F1-C 1096 NaN + NaN = NaN NaN
JAGUAR A 891 NaN + 340 = NaN NaN
LIGHTNING M1 2245 NaN + 556 = NaN NaN
MIRAGE 2000C 1156 NaN + NaN = NaN NaN
F 16 A 805 NaN + 390 = NaN NaN
RAFALE - A 1406 NaN + NaN = NaN NaN

SUP.ETENDARD 1348 NaN + NaN = NaN NaN
SCIMITAR MK1 1995 NaN + 615 = NaN NaN
F 18 A 1533 NaN + 506 = NaN NaN

CESSNA T-37 257 NaN + 219 = NaN NaN
GNAT T MK 1 414 NaN + 211 = NaN NaN
HAWK T MK 1 554 NaN + 215 = NaN NaN
ALPHAJET-ECO 450 NaN + 226 = NaN NaN
JAGUAR E 892 NaN + 385 = NaN NaN
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7.2.4 Modèles de l’Onéra
OnéraCOMPACT

Nom Données Court-Courrier Moyen-Courrier Long-Courrier Gros-Porteur
de l’avion MW MW Er% MW Er% MW Er% MW Er%

(kg) (kg) (%) (kg) (%) (kg) (%) (kg) (%)

CITATION 1 446 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
SN-601-CORVE 627 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
FALCON 10 848 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
HS 125-3 B 815 1035 -27 538 34 567 30.4 512 37.2
NORD 262-20 1197 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
HS 125-600 B 967 1101 -13.8 621 35.8 647 33 599 38.1
FALCON 20 1495 1425 4.7 1137 23.9 1127 24.6 1069 28.5
ATR-42-200 1568 2640 -68.4 1411 10 1498 4.5 2233 -42.4
FALCON 50-B 1881 1985 -5.6 1328 29.4 1432 23.9 1635 13.1
FOKKER-27 2004 3669 -83.1 1509 24.7 1677 16.3 2774 -38.4
FALCON 900 1902 2290 -20.4 1654 13 1744 8.3 2028 -6.6
VFW-614-G6 2298 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
FOKKER-28 3232 3637 -12.5 2713 16.1 2631 18.6 2810 13.1
DC 9-10 4279 4700 -9.8 3999 6.6 3932 8.1 4485 -4.8
B 737-100 4521 6044 -33.7 4398 2.7 4504 0.4 5291 -17
B 737-200 5038 5886 -16.8 4321 14.2 4377 13.1 4945 1.8
DC 9-30 5261 5191 1.3 4613 12.3 4484 14.8 5307 -0.9
CARAVELLE-6R 6592 5998 9 5957 9.6 5536 16 5654 14.2
DC 9-40 5186 5442 -4.9 4755 8.3 4643 10.5 5545 -6.9
TRIDENT 1 5550 5577 -0.5 5268 5.1 4889 11.9 4472 19.4
MERCURE IT 6401 6472 -1.1 5969 6.8 5773 9.8 6549 -2.3
DC 9-50 5444 5489 -0.8 5033 7.5 4858 10.8 5849 -7.4
CARAVELLE 12 7258 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
A319-100 8732 7912 9.4 7034 19.4 6890 21.1 8746 -0.2
B 727-100 8051 8570 -6.4 7361 8.6 7103 11.8 7036 12.6
A320-200 8766 8871 -1.2 6426 26.7 6537 25.4 7819 10.8
A320-100 8622 8872 -2.9 6424 25.5 6537 24.2 7832 9.2
B 727-200 8956 8808 1.7 8649 3.4 8087 9.7 8268 7.7
A321-100 9975 8628 13.5 8119 18.6 7850 21.3 10253 -2.8
A321-200 10026 8980 10.4 8468 15.5 8249 17.7 11209 -11.8
DC 8-20 14636 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
A310-200 18496 15528 16 14149 23.5 13438 27.3 15002 18.9
B 707-328 13018 14428 -10.8 13324 -2.4 12467 4.2 11641 10.6
A310-300 18660 15823 15.2 14293 23.4 13642 26.9 15427 17.3
A300 B4 21299 15086 29.2 16896 20.7 14841 30.3 15081 29.2
DC 8-63 17259 15505 10.2 16548 4.1 15019 13 15061 12.7
A300-600 20871 16773 19.6 17385 16.7 15737 24.6 16818 19.4
A300-600R 21193 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
CONCORDE 15488 13289 14.2 24044 -55.2 20049 -29.4 9681 37.5
L-1011 TRIST 21433 20940 2.3 20559 4.1 18700 12.8 16905 21.1
DC 10-10 22328 20541 8 21668 3 19095 14.5 17450 21.8
A330-300 34900 27299 21.8 33391 4.3 30582 12.4 39589 -13.4
B 777-200 34125 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
DC 10-30 26634 22918 14 25114 5.7 22372 16 21740 18.4
A340-300 35500 26849 24.4 32466 8.5 29813 16 38378 -8.1
B 747-100 40450 43235 -6.9 41101 -1.6 39117 3.3 41112 -1.6
A340-600 50165 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
B 747-400 44632 37821 15.3 46154 -3.4 41423 7.2 44801 -0.4
A380 94700 57845 38.9 75369 20.4 64837 31.5 64194 32.2

BREGUET 941 1875 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
TRANSALL 5606 7308 -30.4 5248 6.4 5147 8.2 6019 -7.4
TRANSALLC160 6045 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
BOEING C-135 10859 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
C-141 17019 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
B 52 H 20697 23449 -13.3 21771 -5.2 21092 -1.9 22750 -9.9
C-5A GALAXY 36388 35983 1.1 38715 -6.4 33069 9.1 32086 11.8

ALPHAJET-APP 447 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
MIRAGE G 1020 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
MIRAGE 2000B 1156 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
MIRAGE 2000N 1151 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
BUCCANEER 2B 2708 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
TORNADO GR 1 1994 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
MIRAGE IV-A 2511 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
T.S.R.2 2560 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

PHANTOM F4B 1980 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

HUNTER F MK1 1219 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
NORTHROP F5A 430 993 -130.8 1344 -212.6 1552 -260.8 2959 -588.1
MIRAGE III-C 1078 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
HARRIER GR 1 564 632 -12 780 -38.3 708 -25.6 492 12.7
MIRAGE III-E 1145 931 18.7 1696 -48.2 1539 -34.4 800 30.1
MIRAGE F1-C 1096 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
JAGUAR A 891 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
LIGHTNING M1 2245 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
MIRAGE 2000C 1156 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
F 16 A 805 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
RAFALE - A 1406 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

SUP.ETENDARD 1348 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
SCIMITAR MK1 1995 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
F 18 A 1533 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN

CESSNA T-37 257 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
GNAT T MK 1 414 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
HAWK T MK 1 554 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
ALPHAJET-ECO 450 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
JAGUAR E 892 NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN NaN
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7.2.5 Modèle de Jan Raška
Nom Données Jan Raška
de l’avion MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW reste = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

CITATION 1 446 224 + 12 + 158 + 30 + 59 = 483 -8.2
SN-601-CORVE 627 295 + 9 + 144 + 24 + 54 = 525 16.2
FALCON 10 848 352 + 9 + 158 + 24 + 58 = 601 29.2
HS 125-3 B 815 198 + 13 + 215 + 45 + 80 = 550 32.5
NORD 262-20 1197 567 + 25 + 360 + 98 + 135 = 1186 1
HS 125-600 B 967 212 + 15 + 215 + 54 + 80 = 577 40.4
FALCON 20 1495 467 + 13 + 273 + 55 + 100 = 909 39.2
ATR-42-200 1568 853 + 30 + 357 + 102 + 135 = 1476 5.8
FALCON 50-B 1881 762 + 16 + 301 + 61 + 111 = 1252 33.4
FOKKER-27 2004 974 + 43 + 458 + 160 + 175 = 1811 9.6
FALCON 900 1902 838 + 17 + 319 + 68 + 118 = 1359 28.5
VFW-614-G6 2298 877 + 29 + 419 + 131 + 157 = 1611 29.9
FOKKER-28 3232 1081 + 31 + 500 + 153 + 186 = 1950 39.7
DC 9-10 4279 2517 + 33 + 581 + 168 + 215 = 3515 17.9
B 737-100 4521 2677 + 39 + 652 + 211 + 242 = 3821 15.5
B 737-200 5038 2511 + 39 + 658 + 215 + 244 = 3667 27.2
DC 9-30 5261 3080 + 35 + 608 + 177 + 225 = 4125 21.6
CARAVELLE-6R 6592 4956 + 54 + 960 + 360 + 355 = 6684 -1.4
DC 9-40 5186 3690 + 33 + 606 + 164 + 224 = 4717 9.1
TRIDENT 1 5550 3180 + 40 + 826 + 281 + 303 = 4629 16.6
MERCURE IT 6401 4573 + 39 + 759 + 231 + 279 = 5882 8.1
DC 9-50 5444 3456 + 35 + 608 + 177 + 225 = 4501 17.3
CARAVELLE 12 7258 4710 + 49 + 962 + 328 + 354 = 6403 11.8
A319-100 8732 4420 + 46 + 802 + 256 + 297 = 5822 33.3
B 727-100 8051 3605 + 60 + 1066 + 456 + 394 = 5582 30.7
A320-200 8766 3604 + 71 + 802 + 392 + 305 = 5174 41
A320-100 8622 4276 + 70 + 801 + 391 + 305 = 5843 32.2
B 727-200 8956 4025 + 56 + 1066 + 430 + 393 = 5971 33.3
A321-100 9975 6584 + 46 + 802 + 256 + 297 = 7986 19.9
A321-200 10026 7241 + 46 + 801 + 250 + 296 = 8635 13.9
DC 8-20 14636 7949 + 85 + 1685 + 780 + 620 = 11120 24
A310-200 18496 9464 + 99 + 1433 + 757 + 536 = 12289 33.6
B 707-328 13018 6664 + 100 + 1758 + 948 + 650 = 10119 22.3
A310-300 18660 8872 + 106 + 1433 + 814 + 539 = 11763 37
A300 B4 21299 13585 + 85 + 1701 + 759 + 625 = 16756 21.3
DC 8-63 17259 12208 + 92 + 1822 + 872 + 670 = 15663 9.2
A300-600 20871 15664 + 93 + 1701 + 827 + 628 = 18913 9.4
A300-600R 21193 12696 + 93 + 1701 + 834 + 628 = 15952 24.7
CONCORDE 15488 4641 + 38 + 2344 + 812 + 834 = 8667 44
L-1011 TRIST 21433 11396 + 156 + 2274 + 1764 + 850 = 16439 23.3
DC 10-10 22328 14806 + 120 + 2308 + 1381 + 850 = 19464 12.8
A330-300 34900 23377 + 137 + 2366 + 1261 + 876 = 28017 19.7
B 777-200 34125 25557 + 171 + 2800 + 1790 + 1040 = 31358 8.1
DC 10-30 26634 19708 + 126 + 2368 + 1396 + 873 = 24472 8.1
A340-300 35500 25871 + 137 + 2366 + 1261 + 876 = 30510 14.1
B 747-100 40450 22514 + 238 + 3497 + 3281 + 1307 = 30837 23.8
A340-600 50165 31978 + 165 + 2861 + 1818 + 1059 = 37881 24.5
B 747-400 44632 33452 + 198 + 3435 + 2573 + 1272 = 40930 8.3
A380 94700 50728 + 319 + 5528 + 5205 + 2047 = 63827 32.6

BREGUET 941 1875 919 + 44 + 548 + 240 + 207 = 1957 -4.4
BR. ATLANTIC 4266 2736 + 64 + 787 + 328 + 298 = 4213 1.2
TRANSALL 5606 3843 + 87 + 1047 + 538 + 397 = 5912 -5.5
TRANSALLC160 6045 3352 + 99 + 1048 + 610 + 401 = 5509 8.9
BOEING C-135 10859 6499 + 95 + 1479 + 826 + 551 = 9449 13
C-141 17019 11854 + 111 + 1962 + 1048 + 726 = 15701 7.7
B 52 H 20697 11633 + 148 + 2434 + 1499 + 904 = 16617 19.7
C-5A GALAXY 36388 29326 + 218 + 3893 + 2947 + 1439 = 37823 -3.9

ALPHAJET-APP 447 374 + 6 + 114 + 16 + 42 = 552 -23.6
MIRAGE G 1020 948 + 11 + 213 + 43 + 78 = 1293 -26.7
MIRAGE 2000B 1156 619 + 8 + 268 + 55 + 97 = 1047 9.4
MIRAGE 2000N 1151 496 + 8 + 268 + 55 + 97 = 924 19.8
BUCCANEER 2B 2708 1050 + 12 + 312 + 65 + 113 = 1552 42.7
TORNADO GR 1 1994 1885 + 12 + 178 + 35 + 66 = 2175 -9.1
MIRAGE IV-A 2511 727 + 9 + 510 + 92 + 182 = 1520 39.5
T.S.R.2 2560 1386 + 9 + 427 + 84 + 153 = 2059 19.6

PHANTOM F4B 1980 1481 + 8 + 322 + 52 + 116 = 1979 0.1

HUNTER F MK1 1219 269 + 8 + 207 + 40 + 75 = 599 50.9
NORTHROP F5A 430 540 + 3 + 103 + 8 + 37 = 691 -60.6
MIRAGE III-C 1078 404 + 5 + 228 + 30 + 81 = 748 30.7
HARRIER GR 1 564 375 + 5 + 122 + 18 + 44 = 564 0
MIRAGE III-E 1145 575 + 3 + 228 + 21 + 81 = 907 20.8
MIRAGE F1-C 1096 735 + 3 + 164 + 14 + 58 = 974 11.1
JAGUAR A 891 775 + 4 + 157 + 17 + 56 = 1011 -13.4
LIGHTNING M1 2245 522 + 6 + 279 + 44 + 100 = 951 57.6
MIRAGE 2000C 1156 616 + 8 + 268 + 55 + 97 = 1044 9.7
F 16 A 805 1544 + 4 + 182 + 16 + 65 = 1811 -125
RAFALE - A 1406 1675 + 6 + 307 + 39 + 110 = 2138 -52

SUP.ETENDARD 1348 530 + 5 + 186 + 22 + 67 = 809 40
SCIMITAR MK1 1995 898 + 8 + 295 + 51 + 106 = 1357 32
F 18 A 1533 2028 + 5 + 243 + 25 + 87 = 2387 -55.7

CESSNA T-37 257 105 + 9 + 112 + 23 + 42 = 291 -13.1
GNAT T MK 1 414 152 + 3 + 106 + 11 + 38 = 311 24.9
HAWK T MK 1 554 365 + 5 + 109 + 15 + 40 = 534 3.6
ALPHAJET-ECO 450 359 + 6 + 114 + 16 + 42 = 538 -19.5
JAGUAR E 892 659 + 4 + 157 + 17 + 56 = 894 -0.2
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7.2.6 Notre modèle
Nom Données Notre modèle
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW autre + MW SS = MW Er%
(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

CITATION 1 446 97 + 12 + 160 + 58 + 39 + 331 = 697 -56.2
SN-601-CORVE 627 125 + 16 + 113 + 52 + 37 + 292 = 634 -1.2
FALCON 10 848 196 + 19 + 133 + 40 + 47 + 330 = 765 9.8
HS 125-3 B 815 100 + 12 + 217 + 73 + 48 + 502 = 952 -16.7
NORD 262-20 1197 257 + 25 + 220 + 175 + 81 + 493 = 1251 -4.5
HS 125-600 B 967 108 + 16 + 174 + 86 + 46 + 502 = 932 3.7
FALCON 20 1495 285 + 27 + 184 + 78 + 69 + 697 = 1341 10.3
ATR-42-200 1568 431 + 36 + 248 + 148 + 104 + 487 = 1453 7.3
FALCON 50-B 1881 385 + 37 + 250 + 123 + 95 + 794 = 1684 10.5
FOKKER-27 2004 413 + 41 + 432 + 297 + 142 + 685 = 2010 -0.3
FALCON 900 1902 436 + 41 + 330 + 129 + 112 + 859 = 1907 -0.3
VFW-614-G6 2298 426 + 47 + 263 + 210 + 114 + 1243 = 2303 -0.2
FOKKER-28 3232 568 + 60 + 463 + 250 + 161 + 1737 = 3239 -0.2
DC 9-10 4279 1370 + 115 + 389 + 256 + 256 + 2010 = 4395 -2.7
B 737-100 4521 1314 + 127 + 496 + 435 + 285 + 2247 = 4904 -8.5
B 737-200 5038 1198 + 118 + 498 + 443 + 271 + 2267 = 4795 4.8
DC 9-30 5261 1634 + 135 + 366 + 277 + 289 + 2102 = 4804 8.7
CARAVELLE-6R 6592 2619 + 231 + 550 + 576 + 477 + 3271 = 7724 -17.2
DC 9-40 5186 1940 + 150 + 408 + 264 + 332 + 2095 = 5189 -0.1
TRIDENT 1 5550 1741 + 178 + 578 + 520 + 362 + 2827 = 6206 -11.8
MERCURE IT 6401 2325 + 188 + 517 + 423 + 414 + 2605 = 6473 -1.1
DC 9-50 5444 1811 + 151 + 370 + 284 + 314 + 2102 = 5033 7.6
CARAVELLE 12 7258 2647 + 223 + 575 + 637 + 490 + 3278 = 7849 -8.1
A319-100 8732 2585 + 210 + 772 + 751 + 518 + 2910 = 7746 11.3
B 727-100 8051 2169 + 220 + 770 + 794 + 474 + 3623 = 8052 0
A320-200 8766 2283 + 295 + 990 + 1207 + 573 + 3152 = 8499 3
A320-100 8622 2722 + 354 + 990 + 1207 + 633 + 3147 = 9053 -5
B 727-200 8956 2482 + 232 + 747 + 718 + 501 + 3623 = 8304 7.3
A321-100 9975 3851 + 333 + 805 + 803 + 695 + 2877 = 9364 6.1
A321-200 10026 4088 + 346 + 815 + 813 + 727 + 2840 = 9629 4
DC 8-20 14636 3111 + 280 + 1188 + 1466 + 725 + 5649 = 12419 15.1
A310-200 18496 6449 + 693 + 1591 + 2548 + 1354 + 5858 = 18492 0
B 707-328 13018 3172 + 298 + 1435 + 1629 + 784 + 5884 = 13201 -1.4
A310-300 18660 6004 + 679 + 1663 + 2618 + 1316 + 5725 = 18006 3.5
A300 B4 21299 9047 + 788 + 1799 + 2355 + 1679 + 5699 = 21366 -0.3
DC 8-63 17259 6239 + 507 + 1214 + 1404 + 1124 + 6092 = 16579 3.9
A300-600 20871 11019 + 1020 + 1810 + 2506 + 1963 + 5699 = 24017 -15.1
A300-600R 21193 9171 + 836 + 1787 + 2435 + 1707 + 6535 = 22471 -6
CONCORDE 15488 3497 + 327 + 2790 + 5003 + 1394 + 7778 = 20789 -34.2
L-1011 TRIST 21433 6925 + 815 + 1903 + 2676 + 1478 + 7551 = 21350 0.4
DC 10-10 22328 7850 + 801 + 1686 + 2590 + 1551 + 7661 = 22138 0.8
A330-300 34900 17520 + 1201 + 2192 + 3088 + 2880 + 8501 = 35381 -1.4
B 777-200 34125 12275 + 1020 + 2231 + 4360 + 2386 + 9243 = 31516 7.6
DC 10-30 26634 10228 + 989 + 1789 + 2693 + 1884 + 7856 = 25438 4.5
A340-300 35500 18179 + 1281 + 2192 + 3088 + 2969 + 8501 = 36209 -2
B 747-100 40450 13973 + 1624 + 2846 + 5857 + 2916 + 11466 = 38683 4.4
A340-600 50165 23478 + 2158 + 3018 + 5709 + 4124 + 9437 = 47925 4.5
B 747-400 44632 18549 + 1763 + 2485 + 4950 + 3330 + 11268 = 42345 5.1
A380 94700 37277 + 3576 + 5584 + 14680 + 7334 + 17879 = 86331 8.8

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + 1900 = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1185 + 108 + 619 + 570 + 298 + 2700 = 5479 -28.4
TRANSALL 5606 1872 + 174 + 700 + 800 + 426 + 3559 = 7531 -34.3
TRANSALLC160 6045 1636 + 171 + 786 + 899 + 419 + 3561 = 7473 -23.6
BOEING C-135 10859 3696 + 380 + 1190 + 1329 + 791 + 4976 = 12363 -13.8
C-141 17019 4917 + 459 + 1637 + 2064 + 1089 + 6546 = 16712 1.8
B 52 H 20697 7217 + 548 + 1632 + 2247 + 1397 + 8067 = 21108 -2
C-5A GALAXY 36388 15220 + 1323 + 3781 + 4962 + 3034 + 12723 = 41043 -12.8

ALPHAJET-APP 447 207 + 26 + 74 + 28 + 40 + 214 = 590 -32
MIRAGE G 1020 1994 + 131 + 154 + 42 + 279 + 495 = 3095 -203.5
MIRAGE 2000B 1156 568 + 79 + 219 + 104 + 116 + 679 = 1766 -52.7
MIRAGE 2000N 1151 455 + 64 + 219 + 104 + 101 + 679 = 1621 -40.9
BUCCANEER 2B 2708 720 + 66 + 252 + 92 + 136 + 1101 = 2367 12.6
TORNADO GR 1 1994 1147 + 114 + 156 + 48 + 176 + 637 = 2279 -14.3
MIRAGE IV-A 2511 772 + 65 + 325 + 140 + 156 + 1773 = 3231 -28.7
T.S.R.2 2560 1409 + 138 + 299 + 124 + 236 + 1492 = 3699 -44.5

PHANTOM F4B 1980 1174 + 101 + 95 + 65 + 172 + 1135 = 2742 -38.5

HUNTER F MK1 1219 214 + 25 + 181 + 51 + 57 + 477 = 1005 17.5
NORTHROP F5A 430 1319 + 47 + 59 + 6 + 172 + 186 = 1788 -315.8
MIRAGE III-C 1078 433 + 39 + 161 + 53 + 82 + 543 = 1311 -21.6
HARRIER GR 1 564 258 + 33 + 99 + 23 + 50 + 234 = 697 -23.5
MIRAGE III-E 1145 619 + 38 + 132 + 36 + 99 + 543 = 1467 -28.2
MIRAGE F1-C 1096 571 + 39 + 89 + 19 + 86 + 347 = 1151 -5
JAGUAR A 891 528 + 48 + 76 + 24 + 81 + 329 = 1086 -21.9
LIGHTNING M1 2245 847 + 69 + 259 + 53 + 147 + 715 = 2090 6.9
MIRAGE 2000C 1156 565 + 79 + 219 + 104 + 116 + 679 = 1762 -52.4
F 16 A 805 1028 + 67 + 124 + 20 + 149 + 402 = 1790 -122.3
RAFALE - A 1406 1281 + 104 + 283 + 79 + 210 + 1085 = 3041 -116.3

SUP.ETENDARD 1348 461 + 35 + 110 + 31 + 76 + 412 = 1126 16.4
SCIMITAR MK1 1995 849 + 74 + 240 + 61 + 147 + 772 = 2143 -7.4
F 18 A 1533 1130 + 75 + 144 + 34 + 166 + 864 = 2411 -57.3

CESSNA T-37 257 52 + 8 + 109 + 40 + 25 + 207 = 441 -71.6
GNAT T MK 1 414 122 + 11 + 82 + 15 + 28 + 193 = 451 -8.9
HAWK T MK 1 554 197 + 22 + 58 + 21 + 36 + 200 = 535 3.5
ALPHAJET-ECO 450 199 + 25 + 74 + 28 + 39 + 214 = 580 -28.8
JAGUAR E 892 448 + 41 + 76 + 24 + 71 + 329 = 989 -10.9
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7.2.7 Bilan des résultats pour les avions de transport civil

Pour l’ensemble des avions de transport civil, les estimations des différents modèles
sont :

Modèle Avions civils Airbus Boeing & DC Petits avions civils
Ermoy% σ nb Ermoy% σ nb Ermoy% σ nb Ermoy% σ nb

Notre modèle 5.22 4.4 46 5.07 4.09 14 5.16 3.82 16 5.89 5.22 11
F.Leclerc 43.39 37.11 46 11.11 9.6 14 36.19 21.98 16 97.02 22.29 11
W.Dupont 11.67 9 46 14.2 10.42 14 11.43 9.42 16 8.78 7.1 11
W.Dupont Complet 16.72 10.6 46 9.24 6.17 14 24.02 10.47 16 13.53 7.4 11
General Dynamics 45.02 13.23 46 43.3 14.62 14 40.05 11.4 16 53.53 10.61 11
I.Kroo 11.98 8.53 40 16.35 9.9 14 10.37 7.44 15 8.57 3.5 7
J.Martin 18.32 15.39 38 16.04 9.75 14 18.36 15.91 16 43.27 20 3
Stender-Morelli 12.02 7.5 46 9.67 5.56 14 12.85 8.06 16 14.28 8.46 11
E.Torenbeek 15.23 13.38 40 17.11 14.02 14 14.32 14.01 15 15.92 10.49 7
Onéra Court Courrier 15.74 17.25 37 16.88 10.32 12 10.04 8.16 14 31.85 28.96 7
Onéra Moyen Courrier 13.78 9.6 37 18.61 6.37 12 5.99 3.7 14 24.41 9.13 7
Onéra Long Courrier 16.49 8.55 37 23.23 5.52 12 9.81 4.5 14 20.14 10.04 7
Onéra Gros Porteur 15.09 11.58 37 14.44 9.2 12 8.91 6.65 14 29.19 12.94 7
J.Raška 21.99 10.68 46 25.51 9.27 14 18.07 8.14 16 24.15 13.04 11

Ermoy% : Erreur relative moyenne %

σ : Écart type %
nb : Nombre d’avions utilisables pour le calcul de masse voilure -

Si nous comparons notre modèle aux mêmes avions que ceux utilisables par le modèle
de W.Dupont, l’erreur relative moyenne de notre modèle est de 5.22% et l’écart type de
4.4%. De même, si nous comparons notre modèle aux mêmes avions que ceux utilisables
par le modèle d’I.Kroo, l’erreur relative moyenne de notre modèle est de 5.03% et l’écart
type de 4.24%. Cela veut dire que par rapport aux meilleurs modèles existants, notre
modèle apporte un gain de précision de 6.5%. Ou encore, notre modèle permet de diviser
par 2.24 l’erreur d’estimation moyenne des meilleurs modèles existants.

7.3 Quelques commentaires sur les Résultats

7.3.1 Commentaires spécifiques à chaque modèle

Modèles Aérospatiale : Dans l’ensemble, les modèles Aérospatiale estiment bien leur
voilure ce qui semble logique : leur modèles sont certainement identifiés sur leur
propres données. Par contre, ils surestiment la masse des voilures Boeing : à ca-
ractéristiques égales (mis à part la flèche plus prononcée des Boeing), les voilures
Boeing semblent plus légères que celle des Airbus (environ 1.2 fois plus lourdes
selon les comparaisons (Table 7.1, p. 158)).

Modèle de F.Leclerc : Ce modèle est assez précis sur les Airbus : il estime leur
masse à 11% près (Ce modèle a été mis au point avant la conception de
l’A380, et n’estime pas bien cet avion : une erreur de 34%). Par contre, les
estimations de ce modèle sur les autres voilures d’avions se détériorent (36%
pour les Boeing et Mc Donnell Douglas, et 97% pour les petits avions !) : ce
modèle semble vraiment liée à la technologie Airbus.

Modèles W.Dupont : Le modèle simple de W.Dupont donne de bien meilleures
estimations que celui de F.Leclerc pour l’ensemble des avions de transport ci-
vil. Par contre, il estime moins bien les voilure Airbus notamment pour l’A320
(erreur de plus de 30%) et A310 (erreur de plus de 20%) qui sont pourtant des
Airbus. Mis à part les B707, DC8, ce modèle estime correctement les Boeing
et Mc Donnell Douglas (11.4% en moyenne). Le modèle complet de W.Dupont
donne des estimations curieusement moins précises alors qu’il tient compte de
davantage de paramètres. En fait, il semblerait qu’il soit spécifiquement adapté
aux Airbus puisqu’il présente une précision remarquable de 9.24% pour les Air-
bus. En revanche, il devient moins adaptés aux autres avions (erreur de 24%
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pour les Boeing au lieu de 11.4% pour le modèle Dupont Simple, et une erreur
de 13.5% pour les petits avions au lieu des 8.8% du modèle Dupont Simple).

Modèle General Dynamics : Il sous-estime fortement la masse voilure. Il faudrait
multiplier par 1.73 l’estimation de ce modèle pour obtenir des résultats plus cohérents
(Dans ce cas, l’erreur relative moyenne serait minimisée à 17.8% pour l’ensemble
des avions civils). Je soupçonnais une erreur de conversion d’unités (lb/kg et ft/m)
mais ça ne semble pas être le cas. . .

Modèle d’I.Kroo : C’est le modèle qui présente la meilleure erreur relative moyenne
avec celui de W.Dupont. Mis à part le B777 et le B747-400 qui sont sur-estimés
à 20%, le modèle d’I.Kroo présente une estimation remarquable des Boeing et Mc
Donnell Douglas (erreur relative moyenne 8.1%. Avec les B777 et B747-400, l’erreur
relative moyenne est de 10.4%) et ceci, sans tendance de sur ou sous-estimation (la
moyenne des erreurs relatives, en tenant compte du signe de celles-ci, est nulle).
Par contre, presque tous les Airbus (excepté l’A330 et l’A340-300) sont sous-estimés
(16.35% en moyenne). Pour les petits avions civils, le modèle d’I.Kroo est le meilleur
des modèles existants (erreur moyenne de 8.6%). I.Kroo, qui est de l’université de
Stanford (USA), a probablement ajusté son modèle avec plus de données de Boeing,
Mc Donnell Douglas, et petits avions, que de données Airbus.

Modèle J.Martin : Il donne de bonnes estimations des B737-200 (-2%), B727-100
(1.5%), DC 9-30 (2.3%), DC 9-50 (0.8%), L1011-Trist (-4.2%), A300 B4 (3.4%),
A300-600 (1%), A300-600R (-1.2%). Certains de ces avions sont mentionnés sur
l’un des graphiques de l’article de J.Martin [Mar92], avions sur lesquels il a pro-
bablement effectué l’identification de son modèle statistique, ce qui explique que
leurs estimations soient si bonnes. Par contre, pour les autres avions les estima-
tions sont détériorées, ce qui confère au modèle une erreur relative moyenne de
18.3%. Par l’identification, on peut faire “coller” un modèle statistique à quelques
données expérimentales, mais pour d’autres données un peu différentes, le modèle
peut vite devenir inadapté : preuve qu’un modèle physique et non statistique peut
être appréciable. . .

Modèle Stender-Morelli : J’ai été surprise par ce modèle car il ne tient pas compte
de la flèche voilure ϕ mais donne néanmoins de bonnes estimations des avions de
transport civil. Peut-être que l’effet de flèche est noyé dans la constante Cw du
modèle : les avions de transport civil ayant des flèches similaires de l’ordre de 30

�
.

Modèle d’E.Torenbeek : Mis à part le B777 que ce modèle surestime à 58.5%, le
modèle d’E.Torenbeek estime très bien les Boeing et Mc Donnell Douglas (9.5%
en moyenne, et 14.3% si on tient compte du B777). Par contre, il sous-estime
la plupart des masses voilure des Airbus (17% en moyenne) ce qui le pénalise
pour la précision par rapport à l’ensemble des avions civils (15% en moyenne).
Ne connaissant pas le type de volets et becs de chacun des avions de la base de
données, pour estimer la masse de structure secondaire du modèle d’E.Torenbeek
les courbes (Figure 1.1, p. 23) ”slat” pour les becs et ”fowler” pour les volets ont
été considérées. La connaissance de ces données permettrait sans doute d’améliorer
encore plus les estimations du modèle d’E.Torenbeek.

Modèles Onéra : C’est un modèle statistique par type d’avion. Il donne de bons ré-
sultats dans la catégorie spécifiée d’avions, mais rappelons que ces modèles ont
été identifiés sur pratiquement la même base de données que nous utilisons au-
jourd’hui pour tester les modèles, et que de plus, pour chaque catégorie (avion
court/moyen/long courier ou gros porteur) 7 coefficients sont identifiés à chaque
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fois. Étant donné le nombres d’avions par catégorie, cela aurait été décevant que le
modèle ne soit pas précis.

Modèle J.Raška : Ce modèle est fait pour les ailes sans flèche, sans effilement, et non
vrillée (à l’origine pour l’étude de Hales et donc pas pour les avions de transport
civil). Autant pour les Hales, c’est un bon modèle, autant pour les avions de trans-
port civil, il sous-estime les masses voilure (de 20% en moyenne). Néanmoins, il
fonctionne bien pour l’ATR 42 (5.8%) qui a une voilure qui satisfait presque les
critères du modèle (aile sans flèche, effilement faible), et le N262 (1%). Il est curieux
de constater que ce modèle est à 9% environ pour les Fokker 27, mercure IT, DC
8-63, DC 9-40, DC 10-30, B777, B747-400 et A300-600.

Notre modèle : Non seulement notre modèle est le plus précis (gain de précision de
6.5% par rapport aux meilleurs modèles existants d’I.Kroo et W.Dupont, ce qui
revient à diviser par 2.24 l’erreur relative des meilleurs modèles existants), 5.2%
d’erreur relative moyenne par rapport à l’ensemble des données des 46 avions de
transport civil, mais a également l’avantage d’être “physique” : il est plus précis
sur les gradients, c’est-à-dire sur les variations de paramètres. Étant basé sur les
résultats de résistances des matériaux, le modèle a toutes les chances de bien mieux
se comporter pour l’estimation de nouveaux concepts voilure que les modèles sta-
tistiques qui ont été ajustés aux avions existants de paramètres de conception sem-
blables. Pour une approche conceptuelle de type avant-projet, ce modèle pourra
donc être utile.

7.3.2 Commentaires généraux

Il est intéressant de constater qu’il y a un “effet” des familles d’avions. Pour un même
avion, la masse voilure peut varier sensiblement selon ses versions (par ex. le B737-100
a une masse de 4.5t ce qui représente 10.3% de la masse avion MMTOW et le B737-
200 a une masse voilure de 5 t ce qui représente 11.1% de la MMTOW ) alors que leurs
caractéristiques géométriques ne sont pas si différentes que cela. Leur masse MMT OW est
par contre légèrement différente : 44 t pour le B737-100, et 45.3 t pour le B737-200. Les
modèles estimeront bien une version de l’avion et moins bien une autre.

L’un des paramètres les plus influents des modèles est l’épaisseur relative er. Il suf-
fit de se tromper entre l’épaisseur relative maximale ou l’épaisseur relative équivalente
(définition de F.Leclerc ou W.Dupont (Equation 1.1, p. 16)) pour que les modèles aient
des estimations complètement différentes. Ceci est surtout vrai pour les modèles statis-
tiques. En effet, ceux-là estiment la masse voilure pratiquement uniquement sur la masse
due à la flexion (d’où le terme en b

cos ϕe
). Or, la rigidité en flexion est fortement liée

à l’écartement de la matière autour de l’axe élastique, c’est-à-dire l’écartement des se-
melles, donc très dépendant de l’épaisseur relative er du profil. Pour notre modèle, nous
obtenions de meilleurs résultats en considérant l’épaisseur relative équivalente (Equa-

tion 1.1, p. 16), qu’en utilisant l’une des autres épaisseurs relatives dont nous disposions
(emplanture/cassure/extrêmité).
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7.3.3 Comparaison Airbus/Boeing :

Les données expérimentales (Table 7.1, p. 158), montrent qu’une voilure Airbus est
en moyenne 1.2 fois plus lourde qu’une voilure de Boeing (La masse voilure MW est de
l’ordre de 13.2% de la masse totale MMTOW pour les Airbus, alors qu’elle est de 11%
pour les Boeing ou de 10.7% pour les McDouglas).
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Fig. 7.1 – Masse voilure des Airbus et Boeing
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Nom de l’avion MMT OW MW 100
MW

MMT OW
(kg) (kg) (%)

B 737-100 44000 4521 10.28
B 737-200 45360 5038 11.11
B 727-100 72575 8051 11.09
B 727-200 78019 8956 11.48
B 707-328 140610 13018 9.26
B 777-200 247210 34125 13.8
B 747-100 321140 40450 12.6
B 747-400 396830 44632 11.25
Moyenne Boeing 11.36
DC 9-10 40434 4279 10.58
DC 9-30 48989 5261 10.74
DC 9-40 51710 5186 10.03
DC 9-50 54885 5444 9.92
DC 8-20 125190 14636 11.69
DC 8-63 161030 17259 10.72
DC 10-10 195050 22328 11.45
DC 10-30 251750 26634 10.58
Moyenne McDouglas 10.71
Moyenne Boeing et McDouglas 11.04

A319-100 64000 8732 13.64
A320-200 73500 8766 11.93
A320-100 77400 8622 11.14
A321-100 83000 9975 12.02
A321-200 89000 10026 11.27
A310-200 138600 18496 13.34
A310-300 150000 18660 12.44
A300 B4 157500 21299 13.52
A300-600 165000 20871 12.65
A300-600R 170500 21193 12.43
A330-300 212000 34900 16.46
A340-300 257000 35500 13.81
A340-600 365000 50165 13.74
A380 560000 94700 16.91
Moyenne Airbus 13.24

Tab. 7.1 – La masse voilure MW représente 11.04% de la masse maximale au décollage de
l’avion MMTOW pour les Boeing et McDouglas et 13.24% pour les Airbus. En proportion,
pour une même masse maximale au décollage MMT OW , les voilures Airbus sont donc

MW Airbus

MW Boeing−Douglas
= 13.24

11.04 = 1.2 fois plus lourdes que les Boeing et McDouglas.

Nous allons montrer que les deux grands constructeurs d’avions de ligne ont des
méthodes différentes pour étudier, définir et concevoir leur voilure, ce qui fait que des
différences notables entre leur voilure peuvent être observées.

Dans ce paragraphe, nous allons faire le bilan des causes probables de ces différences
et nous les quantifierons de manière à pouvoir effectuer sur notre modèle un recalage
selon le type d’avion.

Différentes définitions de la surface voilure : Selon les constructeurs, la définition
de la surface de référence voilure diffère. En effet, pour la partie de voilure traversant
le fuselage, la surface comptabilisée est une surface fictive qui est différente selon les
constructeurs (Figure 7.2, p. 159). Pour Airbus, cette surface est rectangulaire avec les
côtés du rectangle cöıncidant avec l’emplanture. Pour Boeing, c’est en général, la surface
hexagonale définie par le prolongement imaginaire des bords d’attaque et de fuite des
deux demi-ailes.

La surface de référence de la voilure est donc parfois différente selon la définition
d’Airbus ou de Boeing. Or, les surfaces des voilures de notre base de données sont celles
données par les constructeurs. Par ailleurs, c’est un paramètre assez influent pour les
modèles de masse voilure. Ceci peut donc entrâıner des différences d’estimations des
modèles selon le constructeur de l’avion.

158 30 juin 2007



7.3 Quelques commentaires sur les Résultats SupAéro-Onéra

Airbus Boeing

Fig. 7.2 – Différence de définition des surfaces de référence voilure entre Airbus et Boeing. Dans

les deux cas, la surface comptabilisée dans le fuselage est différente de la surface projetée du

caisson central réel. Airbus prend la perpendiculaire à l’emplanture, tandis que Boeing considère

quelquefois le prolongement des ailes.

Qu’entend-on par masse voilure ? Pour définir les éléments de chacun des postes
de masse avion, on se réfère à des normes telles que norme MIL, norme 2001D (Table

7.2, p. 160), norme Airbus, etc. . . . Selon la norme utilisée, la valeur de la masse voilure
est donc différente. Or, notre base de données est assez hétéroclite, ce qui peut expliquer
une partie des différences que l’on retrouve dans les résultats.

Fig. 7.3 – ATR 72 : Le “capuchon aérodynamique” au niveau de la liaison voilure-fuselage est

pour les ailes hautes, comptabilisé dans la masse voilure, alors que ce n’est pas le cas pour les

ailes basses (ce qui correspondrait au ventre mou est comptabilisé dans la masse fuselage).
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A1 Voilure
A 1.1. Caisson

A 1.1.1 Caisson central

A 1.1.2 Caisson porte à faux

A 1.1.3 Renfort train

A 1.1.4 Ferrures d’emport de charge

A 1.1.5 Renfort fixation moteur

A 1.2 Bord d’attaque

A 1.2.1 Partie fixe

A 1.2.2 Hypersustentateur

A 1.2.3 Aérofrein

A 1.3 Bord de fuite

A 1.3.1 Partie fixe

A 1.3.2 Aileron, élevon

A 1.3.3 Hypersustentateur

A 1.3.4 Aérofrein, déporteur

A 1.3.5 Hyposustentateur

A 1.4 Aérofrein et déporteur de caisson

A 1.4.1 Aérofrein

A 1.4.2 Déporteur

A 1.5 Liaison train-voilure

A 1.6 Trappe de train

A 1.7 Parties secondaires fixes

A 1.7.1 Capot et saumon

A 1.7.2 Partie fixe de raccordement
voilure-fuselage

A 1.7.3 Contrôle passif de la couche li-
mite

A 1.7.4 Contrôle actif de la couche limite

A 1.8 Blindage contre endommagement

A 1.9 Particularités

INDEX

A1.
– La visserie, support et protection

d’équipement, etc. sont ventilés dans les
sous-groupes ou articles respectifs

– Y compris les pièces fixes spécifiques à
la fonction réservoir

A 1.1 Y compris les portes de visite tra-
vaillantes ou non

A 1.1.1 Plan central intérieur fuselage

A 1.1.2 Aile extérieure au fuselage

A 1.1.3 Pièce spécifique (dans le cas d’ac-
crochage sous voilure)

A 1.1.5 Pièce spécifique (dans le cas d’ac-
crochage sous/sur voilure)

A 1.2
– Compter les rails d’éléments mobiles

avec la partie où ils sont fixés
– Y compris structure pour dégivrage

A 1.3 Compter les rails d’éléments mobiles avec
la partie où ils sont fixés

A 1.3.1 Avec carénage fixe

A 1.3.2 Avec volet de compensation
éventuellement

A 1.3.4 Déporteur : spoiler

A 1.5 Pièce spécifique (paliers, triangula-
tion,. . . )

A 1.6 Avec mécanismes

A 1.7.1 Exemple : carénage de la liaison
voilure-mât, voilure-train

A 1.7.2 Partie non démontable

A 1.7.3
– cloison de décrochage (stall vane,

fence,. . . )
– générateur de tourbillon

A 1.7.4 Pièce structurale (le système cor-
respondant étant compté en C4)

A 1.8 Pièce spécifique (autre que le blindage
contre projectile compté en C 8.12)

A 1.9
– Ailes pliantes, pivotantes, basculantes,

winglets, bolonnet de bout d’aile)
– Pour les moteurs intégrés dans la voi-

lure, utiliser la décomposition A 2.6 du
fuselage

– Pièce de liaison empennage vertical-
voilure (dans le cas d’empennage ver-
tical monté sur voilure)

– Etc.

Tab. 7.2 – Exemple de décomposition en poste de la masse voilure : norme 2001D
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Par exemple, selon les normes, la masse des amorces des cadres forts est comptabilisée
ou non dans la masse voilure (Figure 4.26, p. 123).

Un autre exemple : la norme Airbus tient compte de la masse des supports fixes dans
le devis de masse voilure, ce qui n’est pas le cas de la norme MIL.

De même pour le troisième longeron : entre l’emplanture et la cassure de l’aile, un
troisième longeron est parfois ajouté pour supporter l’attache du train d’atterrissage.
Ce longeron est attaché au longeron arrière du caisson travaillant pour les Airbus et est
comptabilisé dans la masse voilure, alors que pour Boeing, il est attaché au fuselage et
est comptabilisé dans la masse fuselage. Là encore, ceci tend à accentuer le fait que les
voilures de Boeing sont plus légères que celles des Airbus. C’est le cas par exemple, pour
le B747. C.Cros1 nous indique que la masse voilure du B747 serait, en tenant compte de
la masse de ce troisième longeron, de 8 à 10% supérieure à la masse voilure annoncée :
soit de 44495 kg au lieu de 40450 kg pour le B747-100, et 49095 kg au lieu de 44632 kg
pour le B747-400.

Airbus/Boeing : un choix de conception voilure différent : La répartition de
portance le long de l’aile est un choix important de la conception d’un avion car elle
influence bien entendu l’aérodynamique mais également la structure.

L’aérodynamique, car la trâınée de l’avion est liée à la répartition de portance, et elle
influence les performances avion. Plus la trâınée est faible, moins la poussée F que doivent
délivrer les moteurs doit être importante (à l’équilibre : F = 1

2ρ V 2
a SCx), donc moins on

consomme de carburant (la consommation C = CSRF ), plus on a de chance d’aller loin.
Le minimum de trâınée est donnée pour une répartition de portance elliptique. C’est le
choix qu’a fait Airbus jusqu’à présent.

Seulement, il faut ajouter à ce raisonnement l’influence de la répartition de portance
sur la structure. Plus la portance est répartie vers l’extrémité de l’aile, plus le moment de
flexion à l’emplanture est important, et plus la masse voilure est grande. En raisonnant à
masse avion constante MMTOW , plus la masse à vide est grande (MOW E : masse voilure,
fuselage, moteur, . . . ), moins l’avion peut emporter de carburant et donc moins il a de
chance d’aller loin.

La répartition de portance elliptique ne correspondant pas à l’optimum de masse
voilure, il y a donc deux effets contradictoires et pour optimiser les performances de
l’avion complet, il faut faire un compromis entre l’aérodynamique et la structure. C’est ce
que Boeing a choisi de faire : ses voilures ne sont pas à répartition de portance elliptique,
donc trâıne un peu plus, mais sont par contre plus légères. Il semblerait qu’Airbus change
de politique et conçoive ses nouvelles voilures sur ce principe d’optimum de l’avion global :
c’est le cas de l’A380.

Là encore ce choix différent de conception, tend à expliquer la différence de masse
voilure entre les deux constructeurs.

1Christophe Cros : ingénieur Airbus, Weight Department. D’après une entrevue du 4 juillet 2003 et
du 22 septembre 2005
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Après avoir élaboré un modèle analytique de la structure primaire (Section 4, p. 43),
et statistique de la structure secondaire (Section 5, p. 131), nous avons testé toutes les
options possibles (Appendix D, p. 217) de notre modèle pour finalement en retenir une
seule version. Cette version est notre modèle final que nous vous proposons dans cette
dernière partie qui conclut ce rapport. Ce modèle est adapté aux voilures d’avions de
transport civil, à savoir des ailes en flèche (0 ≤ ϕe ≤ 41˚), avec effilement (0 ≤ ε ≤ 1).
Il a une précision de 5.2% par rapport aux 46 avions de transport civil de notre base de
données (Section 2, p. 31). Il est 6.5% plus précis que les meilleurs modèles statistiques
existants d’I.Kroo et de W.Dupont (Section D, p. 217). Ce qui veut dire que notre modèle
divise par plus de deux l’erreur relative moyenne des meilleurs modèles existants.

Il a également l’avantage d’être plus robuste que les modèles existants par rapport
aux paramètres de conception voilure, puisqu’il est physique (basé sur les résultats de la
résistance des matériaux).

Sa mise en œuvre est certes un peu plus lourde que celle des modèles statistiques
dont l’expression tient sur une ligne. Il a été programmé sur Matlab avec des lignes de
commentaires en une vingtaine de lignes.

Il dépend d’une trentaine de paramètres voilure ce qui lui permet de conserver une
application la plus générale possible.

Paramètres géométriques : la flèche ϕe, l’effilement de la voilure ε, l’envergure b, la
corde à l’emplanture2 Cemp, l’épaisseur relative er, la proportion de profondeur du

caisson travaillant d̃ ≈ 0.4, la proportion d’écartement des semelles par rapport à
l’épaisseur maximale du profil h ≈ 0.93, la proportion d’aire du caisson kA ≈ 0.92,
la proportion de périmètre du caisson kl ≈ 0.97, le pas géométrique des nervures
δner, la distance adimensionnée de l’attache du ou des moteur(s) par rapport au
fuselage Ym, la distance entre le fuselage et la gouverne de roulis Lδl, la surface de
l’aileron Saileron, le braquage maximal de l’aileron δlmax.

Paramètres aérodynamiques : le gradient de coefficient de portance selon l’incidence
Czα, le gradient de coefficient de portance selon l’angle de braquage aileron Czδl,
et les vitesses définies par la norme FAR 25.335, vitesse de manœuvre VA, vitesse
de croisière VC et vitesse maximale VD.

Paramètres massiques et facteurs de charge : la masse de chargement voilure Mch

(Mch = MMTOW −MW −Fuel), la masse moteur Mm, le facteur de charge extrême
de conception de l’avion (nzce

⊕ ≈ 3.75 et nzce
	 ≈ −0.4 nzce

⊕ pour les avions de
transport civil selon la FAR 25.337).

Caractéristiques des matériaux choisis : les contraintes maximales admissibles en
traction/compression σmax, et en cisaillement τmax (en rupture statique ou en fa-
tigue), la masse volumique du matériau ρm, la masse surfacique des nervures $ner,
le module de cisaillement G, le module d’Young E. Pour ces valeurs un chapitre
en annexe répertorie les caractéristiques des principaux matériaux aéronautiques
(Appendix J, p. 305).

En pratique, certains de ces paramètres sont très similaires pour l’ensemble des avions
de transport civil et nous sont parfois inconnus, c’est pourquoi nous proposons des valeurs
moyennes de ces paramètres pour mettre en œuvre le modèle. La connaissance de ces
paramètres permettrait certainement d’améliorer encore les estimations du modèle.

2L’envergure b et la corde à l’emplanture Cemp peuvent être remplacées par l’allongement λ et la

surface voilure S grâce aux relations : λ = b2

S
et S = bCemp

1+ε
2

pour les ailes trapézöıdales (Appendix
A, p. 179).
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Dans les pages qui suivent, vous trouverez les encadrés des modèles de masse de
chaque éléments de la voilure, la structure primaire (semelles, âme, revêtement, nervure,
autre) et la structure secondaire. Cela a été fait pour que vous puissiez mettre en œuvre
notre modèle avec uniquement ces quelques pages récapitulatives. Néanmoins certaines
références pourront vous guider si vous désiriez retrouver dans le document quelques
précisions sur les points abordés.

Pour une application la plus générale possible, les dimensionnements des éléments se-
lon les deux critères de contrainte et de déformation sont exposés. La masse de l’élément
en question vous sera donnée par le critère le plus contraignant. Toutefois, pour les
avions de transport civil, nous vous recommandons le critère de contrainte pour le di-
mensionnement des semelles (le critère de déformation étant pour les voilures de très
grand allongement), et le critère de déformation pour le revêtement (pour assurer l’effi-
cacité des gouvernes de roulis selon la norme FAR 25.349. Ce qui donne une épaisseur
de revêtement de l’ordre du minima technologique).
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Modèle final de masse voilure MW :

MW = MW SP + MW SS

Si l’avion est un Airbus, considérez l’ajustement historique et culturel :

MW = e−
∆t
87.7 ( MW SS + 1.28 MW SP )

NB Pour les A380, A340-600, A300-600 et B4, considérez uniquement un ajuste-
ment culturel : MW = MW SS + 1.48 MW SP

Structure primaire : MW SP = MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW autre

Structure secondaire : MW SS = khélice K Sn

khélice =

{
0.488 Pour les avions à hélice

1 Pour les avions équipés de réacteurs

K = 25.9 et n = 0.97 moyens et gros avions civils (MMT OW ≥ 20 t)
K = 4.39 et n = 1.358 petits avions civils (MMTOW < 20 t)

Variables :
MW SP : Masse de la structure primaire kg
MW SS : Masse de la structure secondaire kg

MW sem : Masse des semelles dimensionnées en flexion : en contrainte (Table
7.4, p. 168) ou en déformation (Table 7.5, p. 169)

kg

MW âme : Masse de l’âme dimensionnée en cisaillement (Table 7.6, p. 170) kg
MW rev : Masse du revêtement dimensionné en torsion : en déformation

(Table 7.7, p. 171) ou en contrainte (Table 7.8, p. 173)
kg

MW ner : Masse des nervures (modélisée selon des critères géométriques)
(Table 7.9, p. 174)

kg

MW autre : Masse des supports fixes des mâts et du train, et des éléments as-
surant l’étanchéité carburant (Table 7.10, p. 175)

kg

MMT OW : Masse maximale de l’avion au décollage (Max. Take-Off Weight) kg
S : Surface de la voilure m2

∆t : Différence de l’année de mise en service de l’avion et de l’an 2000 années

Mode d’obtention : Structure primaire est déterminée analytiquement selon
les lois de résistance des matériaux, excepté pour les nervures dont la masse
est simplement déduite selon des critères géométriques (pas géométrique
des nervures supposé donné et constant). La structure secondaire est ob-
tenue statistiquement (Table 5.1, p. 137) par identification sur des données
(Section 2, p. 31) de masse de structure secondaire d’Airbus et Boeing, et
sur des données de masse voilure pour les petits avions.

Domaine de définition : Voilure d’avions de transport civil (avec une flèche
0 ≤ ϕe ≤ 41, et un effilement 0 ≤ ε ≤ 1).

Précision : par rapport aux données expérimentales de 46 avions de transport
civil (Section 2, p. 31), le modèle présente une erreur relative moyenne de
5.2% pour un écart type de 4.4%. Notre modèle divise par 2.24, l’erreur
des meilleurs modèles existants. Par rapport aux 30 avions Airbus, Boeing
et McDonnell Douglas, l’erreur est de 5.1% (écart type 3.9%).

Tab. 7.3 – Modèle de masse voilure proposé.
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Modèle de masse semelles dimensionnées en contrainte :

h er Cemp MW sem

2ρm

(
b/2

cos ϕe

)2

nzce
⊕MchgKcrit

=
2

3

1

π

∫ 1

0

Mf(Y ) dY

1 + (ε − 1)Y

−

(
Ym + 1

(ε−1)

)
ln
(
1 + (ε − 1)Ym

)
− Ym

(ε − 1)

Mm

Mch

∫ 1

0

Mf (Y ) dY

1 + (ε − 1)Y
≈ −0.125 ε0.656 + 0.417

Mf (Y ) =
(
1 − Y 2

) 3
2 −

3

2
Y
( π

2
− Y

√
1 − Y 2 − arcsinY

)

Kcrit = max

(
x

σmaxc
,

1

σmaxt

)
−

1

σmaxc

Variables :
b : Envergure de l’aile (distance entre les deux extrémités d’aile) m

Cemp : Corde à l’emplanture m

er : Épaisseur relative du profil, ratio épaisseur maximale/corde
g : Constante de gravité g = 9.81 m s−2 m s−2

h : Écartement des semelles rapportée à l’épaisseur maximale du profil
(Table 4.3, p. 53) : h ≈ 0.93

Mch : Masse de chargement Mch = MMTOW − MF uel − MW = MF +
Mtrain + MP/L + Mm + . . . (Equation C.5, p. 214)

kg

Mm : Masse d’un moteur avionné (moteur brut + nacelle + équipements) kg
MW sem : Masse des semelles (des deux demi-ailes) kg

nzce
⊕ : Facteur de charge extrême positif nzce

⊕ ≈ 3.75

x : rapport facteur de charge négatif/positif : x = nzce
	

nzce
⊕ = −0.4 pour

les avions de transport civil FAR 25.337 et x = −0.17 pour les hales
Ym : Distance de l’attache du moteur par rapport au centre fuselage,

rapportée à la demi-envergure b
2

(Figure C.1, p. 205) : Ym = dm
b/2

ε : Effilement de la voilure, c’est-à-dire rapport entre la corde à
l’extrémité et la corde à l’emplanture

σmax : Contrainte maximale admissible : σmaxc de compression (valeur
algébrique σmaxc < 0), σmaxt de traction (Section 4.1.1, p. 49)

Nm−2

ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad
ρm : Masse volumique du matériau des semelles (Appendix J, p. 305) kg m−3

Mode d’obtention : Analytique selon les résultats de Résistance Des Matériaux. Di-
mensionnement en contrainte maximale admissible σmax. Le modèle de l’intégrale∫ 1

0
Mf (Y ) dY
1+(ε−1)Y est identifiée avec une précision de 0.4% par rapport à l’expression

analytique exacte pour ε de 0 à 1.

Précision : La rigidité en flexion est très fortement liée à l’écartement des semelles. Par
conséquent, une imprecision sur la donnée de l’épaisseur relative er ou l’écartement
adimensionné h est source d’erreurs.

Domaine de définition : Voilure trapézöıdale, avec flèche, vrillée de manière à obtenir
une répartition de portance elliptique. Effilement 0 ≤ ε ≤ 1.

Tab. 7.4 – Modèle de masse semelles dimensionnées en contrainte (Table 4.4, p. 68).
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Modèle de masse semelles dimensionnées en déformation :

MW
déf
sem = kdéf/σ MW

σ
sem

kdéf/σ =
1∣∣∣Uzmax

b/2

∣∣∣
λ

1

4

1

cos2 ϕe

1

E K� h er

(ε + 1)

(ε − 1)

(
ε ln ε

(ε − 1)
− 1

)

K� =
nzce

⊕

−σmaxc

max
(

σmaxc
σmaxt

, x
)

max
(

σmaxc
σmaxt

, x
)
− 1

Variables :
E : Module d’Young du matériau (Appendix J, p. 305) des semelles

(ou module longitudinal équivalent si composites)
Nm−2

er : Épaisseur relative du profil, ratio épaisseur maximale/corde

h : Écartement des semelles rapportée à l’épaisseur maximale du profil :
h ≈ 0.93 (Table 4.3, p. 53)

MW
déf
sem : Masse des semelles dimensionnées en déformation kg

MW
σ
sem : Masse des semelles dimensionnées en contrainte (Table 4.5, p. 79) kg

nzce
⊕ : Facteur de charge extrême positif nzce

⊕ = 1.5 nzcl
⊕ ≈ 3.75∣∣∣Uzmax

b/2

∣∣∣ : Angle de levée voilure (Figure 4.12, p. 77) maximal admissible,
c’est-à-dire rapport de la flèche en extrémité d’aile maximal admis-
sible Uzmax et de la demi-envergure b/2.

x : Rapport du facteur de charge extrême négatif/positif : x = nzce
	

nzce
⊕ =

−0.4 pour les avions de transport civil (-0.17 pour les Hales).
ε : Effilement de la voilure (rapport des cordes extrémité/emplanture)

ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad

λ : Allongement de la voilure λ = b2

S
σmax : Contrainte maximale admissible : σmaxc de compression (valeur

algébrique σmaxc < 0), σmaxt de traction (Section 4.1.1, p. 49)
Nm−2

Mode d’obtention : Analytique selon les résultats de Résistance Des Matériaux. Di-

mensionnement en déformation : limite l’angle de levée voilure
∣∣∣Uzmax

b/2

∣∣∣. La surface

des semelles est supposée proportionnelle à la surface des semelles dimensionnées en
contrainte. Le coefficient de proportionnalité est kdéf/σ et doit vérifier kdéf/σ ≥ 1.

Précision : La principale source d’erreur qu’il peut y avoir entre ce modèle et les
données expérimentales sera sans doute liée au choix de la loi d’évolution des se-
melles le long de l’aile (proportionnelle à celle imposée par le critère de contrainte).
La loi choisie n’est peut-être pas “la loi” optimale qui minimise la masse mais
une loi qui assure la non-rupture de l’aile aux charges extrêmes et qui permet de
résoudre le problème de masse semelle selon le critère de déformation.

Domaine de définition : Voilure trapézöıdale, avec flèche, vrillée de manière à obtenir
répartition de portance elliptique. Effilement 0 ≤ ε ≤ 1.

Tab. 7.5 – Modèle de masse semelles dimensionnées en déformation (Table 4.5, p. 79).
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Modèle de masse de l’âme dimensionnée en cisaillement :

MW âme = ρm

√
λ S

1

cosϕe

nzg

τmax

(
Mch

2

3

1

π
− Mm Ym

)

Variables :
b : Envergure c’est-à-dire distance entre les deux extrémités de la

voilure
m

g : Constante de gravité g = 9.81 m s−2 m s−2

Mch : Masse de chargement voilure (Equation C.5, p. 214) :
Mch = MMT OW − MF uel − MW = MF + Mtrain + MP/L + Mm + . . .

kg

Mm : Masse d’un moteur avionné (masse du moteur brut, de sa nacelle,
de ses équipements hydrauliques . . . )

kg

MW âme : Masse de l’âme (des deux demi-ailes) kg
nz : Facteur de charge. Il faut considérer soit le facteur de charge

extrême FacteurCharge = nzce et la contrainte de rupture
τmax =

τrupt

αs
, soit un facteur de charge unitaire (croisière) nz = 1

et une contrainte maximale de fatigue τmax = τa.
nzce : Facteur de charge extrême nzce = 1.5 nzcl ≈ 3.75

S : Surface voilure m2

Ym : Distance de l’attache du moteur par rapport au centre fuselage,
rapportée à la demi-envergure b

2
(Figure C.1, p. 205) : Ym ≈ 1

3
ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad

λ : Allongement de la voilure λ = b2

S
τmax : Contrainte de cisaillement maximale admissible Nm−2

τa : Contrainte de rupture en fatigue de cisaillement : déterminée par
les courbes de Woelher

Nm−2

τrupt : Contrainte de rupture statique cisaillement laboratoire Nm−2

αs : Coefficient de sécurité matériaux pour tenir compte de la disper-
sion des caractéristiques entre matériau laboratoire/industriel et
de l’usinage (trous. . . ). Valeur conseillée αs = 1.64 cf.(Appendix
J, p. 305).

ρm : Masse volumique du matériau de l’âme (Appendix J, p. 305) kg m−3

Mode d’obtention : Analytique selon les résultats de Résistance Des Matériaux. Di-
mensionnement en cisaillement : Prendre le cas le plus dimensionnant entre la
rupture statique (nz = nzce et τmax =

τrupt

αs
) et rupture en fatigue (nz = 1 et

τmax = τa).

Précision : Résolution exacte analytique, donc si erreur il y a, c’est dans la modélisa-
tion : la manière de poser le problème.

Domaine de définition : Voilure avec (ou sans) flèche, à répartition de portance ellip-
tique (vrillage adéquat).

Tab. 7.6 – Modèle de masse de l’âme dimensionnée en cisaillement (Table 4.7, p. 83).
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Modèle de masse du revêtement dimensionné en déformation :

MW rev = 2 ρm e kl

(
er + d̃ cosϕe fϕe

)
(
b

2
− Rfus) (1 + ε)

Cemp

cosϕe

Variables et Unités :
b : Envergure (distance entre les deux extrémités de la voilure) m

Cemp : Corde à l’emplanture m
Czα : Gradient de coefficient de portance selon l’incidence α.
Czδl : Gradient de coefficient de portance selon l’angle de bra-

quage aileron δl.

d̃ : Ratio profondeur du caisson travaillant/corde du profil

e : Épaisseur de peau du revêtement m

er : Épaisseur relative du profil, ratio épaisseur maxi-
male/corde

fϕe : Fonction de projection (Equation A.3, p. 184) : fϕe ≈ 0.98
G : Module de cisaillement du matériau (Appendix J, p. 305).

Aluminium : G = 2.7 1010 N/m2.
N/m2

kA : Ratio de l’aire du caisson travaillant et l’aire du rectangle
de même profondeur d et de hauteur l’épaisseur maximale
du profil er C. kA ≈ 0.92 (Equation 4.15, p. 95)

kl : Ratio du périmètre réel du caisson travaillant l, sur celui
du rectangle de longueur d = d̃ CRDM = d̃ cos ϕe fϕe C
(longueur du caisson) et de largeur er C (épaisseur maxi-
male du profil). kl ≈ 0.97 (Equation 4.16, p. 96)

l : Périmètre du caisson travaillant m
Lδl : Distance entre l’axe de symétrie fuselage et une gouverne

de roulis (Figure 4.15, p. 87)
m

Rfus : Distance entre l’axe du fuselage et l’emplanture de l’aile m
Saileron : Surface d’un aileron des gouvernes de roulis m2

VA : Design Maneuvering speed FAR 25.335 (Appendix I,
p. 293)

m/s

VC : Design Cruising speed FAR 25.335 (Appendix I, p. 293) m/s
VD : Design Dive speed FAR 25.335 (Appendix I, p. 293) m/s

δlmax : Braquage maximal des gouvernes de roulis rad
ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad
ε : Effilement de la voilure, ratio corde à

l’extrémité/emplanture
ρm : Masse volumique du matériau (Appendix J, p. 305) utilisé

pour le revêtement (Aluminium : ρm = 2700 kg/m3)
kg/m3

Mode d’obtention : Analytique. Sur critère en déformation d’efficacité des ailerons roulis
FAR 25.349

Précision : Non évaluable, par manque de données expérimentales de masse de revêtement.
Nous ne disposons que de données de la masse voilure totale.

Domaine de définition : Avions de transports civils.

Tab. 7.7 – Modèle analytique de masse du revêtement dimensionné en torsion (critère
de déformation) (Table 4.9, p. 103)

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 171
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L’épaisseur de peau est de l’ordre du minima technologique 1.45 mm mais peut
s’évaluer plus finement par :

e =
1

12
Czα

(
b

2
− Rfus

)2




6 ln(ε) ( b

2 − Rfus ε)
+ b

2 (2 ε3 − 3 ε2 − 6 ε + 7)
+Rfus (ε3 + 3 ε − 4)





Lδl Saileron Czδl δlmax cosϕe C2
emp (ε − 1)3

Kmax

Kmax = max

(
V 3

C fθ(VC) − V 3
A fθ(VA)

(VC − VA) (V 2
C + VC VA + V 2

A)
,

27 V 3
D fθ(VD) − V 3

A fθ(VA)

(3 VD − VA) (9 V 2
D + 3 VD VA + V 2

A)

)

=
27 V 3

D fθ(VD) − V 3
A fθ(VA)

(3 VD − VA) (9 V 2
D + 3 VD VA + V 2

A)
(Avion de transport civil)

fθ(Va) =
kl

(
er + d̃ cosϕe fϕe

)

2
(
kA d̃ er cosϕe fϕe

)2

dδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδlmax

G
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Modèle de masse du revêtement dimensionné en contrainte :

MW rev = 2 ρm
b/2

cos2 ϕe

1

τmax

kl

(
er + d̃ fϕe cosϕe

)

kA d̃ er fϕe

∫ 1

0

−Mt(Y )

C(Y )
dY

∫ 1

0

−Mt(Y )

C(Y )
dY = fϕe cosϕe nzcl (lCtF MMTOW − lCtG (MW + MF uel)) g

1

2

(
ln ε

ε − 1
+ b1 ln ε + b2 ε + b3

)

− 1

2
ρ S V 2 cos3 ϕe f2

ϕe

1

1 + ε
Cmoprofil

1

9

ε3 (3 ln ε − 1) + 1

(ε − 1)2

− (dM nzcl Mmg − dF F )
1

Cemp

1

ε − 1
ln (1 + Ym(ε − 1))

Variables et Unités :
b : Envergure (distance entre les deux extrémités de la voilure) m

bi : Valeurs identifiées : b1 = 0.895, b2 = −0.389 et b3 = −0.207.
Cemp : Corde à l’emplanture m

d̃ : Ratio profondeur du caisson travaillant/corde du profil

er : Épaisseur relative du profil, ratio épaisseur maximale/corde
fϕe : Fonction de projection entre section RDM et section // au fu-

selage (Equation A.3, p. 184) fϕe ≈ 0.98
kA : ratio de l’aire réelle du caisson travaillant A, sur celle du rec-

tangle de longueur d = d̃ CRDM = d̃ cos ϕefϕeC (longueur
du caisson) et de largeur er C (épaisseur maximale du profil).
kA ≈ 0.92 (Equation 4.15, p. 95)

kl : ratio du périmètre réel du caisson travaillant l, sur celui du rec-
tangle de longueur d et de largeur er C. kl ≈ 0.97 (Equation
4.16, p. 96)

nzcl : Facteur de charge limite (avions de transport civil :nzcl ≈ 2.5)
ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad
ε : Effilement de la voilure, ratio corde à l’extrémité/emplanture

ρm : Masse volumique du matériau utilisé pour le revêtement (Ap-
pendix J, p. 305)

kg/m3

Mode d’obtention : Analytique (excepté le calcul de la masse due à la portance qui est une
loi identifiée pour des effilements 0 < ε ≤ 1 avec une précision de 0.9%).

Précision : Non évaluable, par manque de données expérimentales de masse de revêtement.
Nous ne disposons que de données de la masse voilure totale.

Domaine de définition : Aile en flèche ϕe, avec effilement ε, à répartition de portance ellip-
tique.

Tab. 7.8 – Modèle analytique de masse du revêtement dimensionné en contrainte (Table

4.3.2, p. 115)
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Modèle de masse des nervures :

MW ner

$ner Fner er C2
emp

=
2

3
(ε2 + ε + 1) Nner + (ε2 − 1) +

(ε − 1)2

3 Nner

Nner =
b/2

cosϕeδner

Variables :
b : Envergure c’est-à-dire distance entre les deux extrémités de voilure m

Cemp : Corde à l’emplanture m

d̃ : Profondeur du caisson travaillant adimensionnée par la corde du
profil. Si cette donnée n’est pas connue, la valeur moyenne d̃ = 0.40
peut être utilisée.

er : Épaisseur relative du profil
fϕe : Rapport de la corde RDM sur C cos ϕe (Appendix A, p. 179).

Fner : Fonction du choix du plan d’implantation des nervures (Table 4.11,
p. 118) et de leur étendue (seulement dans le caisson travaillant
(Equation 4.18, p. 120) ou du bord d’attaque au bord de fuite).
Dans le cas de nervures perpendiculaires à l’axe élastique et conte-
nue dans le caisson travaillant uniquement Fner = kAd̃ cos ϕefϕe .
Dans le cas de nervures épousant la forme complète des profils
définis dans le plan RDM, Fner = Sprofil K2

ϕe
.

g : Constante de gravité g ≈ 9.81 m s−2 m s−2

kA : Rapport de l’aire du caisson sur l’aire du rectangle de hauteur
l’épaisseur maximale du profil et de longueur la profondeur du cais-
son (Equation 4.15, p. 95). kA ≈ 0.92

MW ner : Masse des nervures de la voilure kg
δner : Pas géométrique des nervures, supposé être une donnée. Pour les

avions de transport civil il est d’environ δner = 0.7 m
m

ε : Effilement de la voilure (rapport corde extrémité/emplanture)
ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad

$ner : Masse surfacique des nervures : $ner = 9.6 kg/m2 pour des ner-
vures en aluminium d’épaisseur moyenne de 3.43 mm. J.Raška
[Raš00] a, par exemple, utilisé pour les nervures composites de Hales
$ner ≈ 2.73 kg m−2 (Remarque 4.13, p. 116)

kg/m2

Mode d’obtention : déduction géométrique des surfaces nervures selon la géométrie
de l’aile pour un pas δner de nervures donné. La masse des nervures est déduite en
multipliant la surface des nervures par la masse surfacique.

Domaine de définition : Voilure trapézöıdale avec flèche. Le pas géométrique des ner-
vures est connu et constant.

Tab. 7.9 – Modèle de masse des nervures (Table 4.12, p. 122).
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Modèle statistique de la masse autre :

MW autre = 0.12 (MW sem + MW âme + MW rev + MW ner)

Variables :
MW autre : Masse des supports fixes des mâts et du train, et des éléments as-

surant l’étanchéité carburant
kg

MW sem : Masse des semelles dimensionnées en flexion : critère de contrainte
(Table 7.4, p. 168) ou de déformation (Table 7.5, p. 169)

kg

MW âme : Masse de l’âme dimensionnée en effort tranchant (Table 7.6,
p. 170)

kg

MW rev : Masse du revêtement dimensionné en torsion : critère de
déformation (Table 7.7, p. 171) ou de contrainte (Table 7.8,
p. 173)

kg

MW ner : Masse des nervures (modélisée selon des critères géométriques)
(Table 7.9, p. 174)

kg

Mode d’obtention : Statistique. C’est la moyenne des rapports des données de masse
autre (support fixe train et mât, étanchéité carburant) et de masse du caisson
(semelle, âme, revêtement et nervures).

Domaine de définition : Voilure d’avions de transport civil.

Tab. 7.10 – Modèle de masse autre (Table 4.13, p. 128).
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Perspectives

Plusieurs améliorations de notre modèle pourraient être envisagées.
Par exemple, il pourrait être intéressant de traiter d’autres types de répartition de por-
tance. Rappelons que notre modèle considère une répartition de portance elliptique.
Nous avons vu qu’il n’était pas forcement compliqué de l’adapter à d’autres types de
répartition, il suffit de reprendre le calcul de l’intégrale des efforts. C’est ce que nous
avions fait avec une répartition de portance constante pour comparer notre modèle à
celui de J.Raška (Section 4.1.1, p. 64).
Une autre amélioration possible serait d’intégrer la vraie répartition de masse de car-
burant et voilure. Dans notre modèle, nous avons supposé pour simplifier les calculs
analytiques, que la masse de chargement avait une répartition similaire à la répartition
de portance, soit elliptique.
La répartition de masse de carburant pourrait être associée à la capacité du réservoir de
carburant.
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Annexe A

Considérations Géométriques

A.1 Calcul de la surface mouillée

A.1.1 Aile trapézöıdale



Cemp

Cext

L

a
A1

A2

A3

Fig. A.1 – Voilure trapézöıdale

Soit la portion d’aile, de forme trapézöıdale, de surface A1. Sa surface s’exprime par :

A1 = L
Cemp + Cext

2

Avec la définition de l’effilement de l’aile ε

ε =
Cext

Cemp

l’expression de la surface A1 devient :

A1 = L Cemp
1 + ε

2

Pour une voilure formée de deux trapèze S = 2 A1, d’envergure b = L/2 :

S = b Cemp
1 + ε

2

179
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Remarque A.1 Pour une aile delta (triangle rectangle), c’est-à-dire une aile ayant
une flèche ϕ0 au bord d’attaque et une flèche nulle au bord de fuite ϕ100 = 0, autre-
ment dit Cemp = a, il existe une relation entre la flèche au bord d’attaque ϕ0 et les
paramètres de la voilure :

tan ϕ0 =
(Cemp − Cext)

L
= Cemp

(
1 − ε

L

)

A.1.2 Aile trapézöıdale avec une cassure

Proche de l’emplanture, les flux de contraintes sont importants et se transmettent au
fuselage par une liaison de type “ferrure de piano” pour les avions de la famille Airbus. La
géométrie de la partie de voilure proche du fuselage est souvent adaptée à ces contraintes
importante. Par conséquent, on peut observer une “cassure” de la forme de l’aile (Figure

A.2, p. 180). La surface S1, proche du fuselage, est généralement



Cemp

Cext

L



S2

Ccas

S1

x

Fig. A.2 – Aile trapézöıdale avec cassure. Sa surface est la somme de surfaces de deux trapèzes.

La surface de la portion d’aile trapézöıdale avec cassure est la somme des surfaces S1

et S2 de deux trapèzes.

S1 + S2 =

(
x

Cemp + Ccas

2

)
+

(
(L − x)

Ccas + Cext

2

)

=
1

2
(x(Cemp − Cext) + L(Ccas + Cext))

En règle générale, la cassure des voilures est à environ 1
3 de L (cassure liée à l’attache

du premier moteur ? à l’attache du train d’atterrissage? à la disposition des volets ? de
l’empennage arrière qui est souvent dans l’axe ? . . . ). En prenant x = 1

3L, nous obtenons :

S1 + S2 = L
Cemp + 3 Ccas + 2 Cext

6

Cette expression fait penser à l’épaisseur relative équivalente qu’utilise les modèles Aérospatiale
de devis de masse : modèles W.Dupont et F.Leclerc (Equation 1.1, p. 16).
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A.2 Flèche de la voilure

Les données de flèches de voilure d’avions sont généralement celles à 25% de la corde :
ϕ25. Mais, certain modèle de masse voilure utilise la flèche de l’axe élastique ϕe, ou encore
celle du bord d’attaque ϕLE = ϕ0, celle au niveau des volets, . . .

Le but de ce paragraphe est donc de donner un outil permettant de lier ces différentes
flèches aux paramètres géométriques de la voilure, du moins pour une voilure trapézöıdale.

Nous noterons ϕx, la flèche à x% de la corde.



L

ϕo

ϕx

x/100 Cemp

∆

x/100 ε Cemp

ξ

Fig. A.3 – Relation géométrique entre les différentes flèches de la voilure (Equation A.1, p. 181)

Pour une aile trapézöıdale, la géométrie de la voilure (Figure A.3, p. 181) permet
d’écrire :

tan ϕ0 =
ξ

L

tanϕx =
∆

L

ξ +
x

100
ε Cemp = ∆ +

x

100
Cemp

Par conséquent :

L tan ϕ0 +
x

100
ε Cemp = L tan ϕx +

x

100
Cemp

tan ϕx = tanϕ0 −
1

L

x

100
Cemp(1 − ε)

La longueur L est égale à la demi-envergure moins le rayon du fuselage :

L =
b

2
− Rfus

En introduisant la flèche à 25% de la corde ϕ25, nous obtenons finalement :

tan ϕx = tanϕ25 + (1 − ε)
Cemp

b
2 − Rfus

(
25 − x

100

)
(A.1)
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A.3 Corde de la voilure

Pour une aile trapézöıdale, de corde à l’emplanture Cemp et d’effilement ε, l’évolution
de la corde C le long de y (c’est-à-dire en envergure) est donnée par :

C(y) = Cemp

(
1 + (ε − 1)

y − Rfus

b
2 − Rfus

)
y ≥ Rfus (A.2)

Avec Y la coordonnée définie dans le repère lié à l’avion Rb (
−→
X b selon l’axe du fuselage,−→

Y b perpendiculaire et dirigée vers l’aile droite,
−→
Z b dans le plan de symétrie avion dirigé

vers le ventre de l’avion.)

Remarque A.2 L’expression de la loi de corde C(y) utilise le rayon du fuselage Rfus.
Ceci serait exact si le caisson central passait sur le diamètre du fuselage, ce qui est
rarement le cas. Les ailes sont généralement implantée en bas du fuselage. Dans ce cas,
il faudrait remplacer Rfus par la distance entre l’emplanture et le plan de symétrie du
fuselage.

Cette corde C est définie au niveau du point courant y, dans le plan parallèle au plan
de symétrie avion. Or, pour les études de structures, c’est souvent la corde CRDM dans le
plan de la section RDM, c’est-à-dire perpendiculaire à l’axe élastique, dont on a besoin.
Nous allons démontrer la relation géométrique qui existe entre ces deux cordes.

ϕe

ϕe

ϕ0

C' B'

A

B

A'

C

C''

B''

D

ϕ0

ϕe

ϕ100

X

Xemp

Cemp

axe élastique

Fig. A.4 – Le but est de trouver la relation géométrique entre la Corde C = C′′C′ et corde

de la section RDM CRDM = A′A. Nous considérerons comme donnés : la surface voilure S, la

flèche au niveau de l’axe élastique ϕe, l’effilement ε, l’allongement λ, position de l’axe élastique

Xemp.

On a la relation suivante :

BC′ = C − X =

(
1 − Xemp

Cemp

)
C
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Dans le triangle rectangle BC’B’ :

cosϕe =
BC′

BB′ → BB′ =
BC′

cosϕe

BB′ =

(
1 − Xemp

Cemp

)
C

cosϕe

tan ϕe =
C′B′

BC′ → C′B′ =
BC′

tan ϕe

C′B′ =

(
1 − Xemp

Cemp

)
tanϕeC

Dans le triangle rectangle BC’C :

tan
(π

2
− ϕ0

)
=

sin
(

π
2 − ϕ0

)

cos
(

π
2 − ϕ0

) =
cosϕ0

sinϕ0
=

1

tan ϕ0

=
BC

BC′ → BC =
BC′

tan ϕ0

BC =

(
1 − Xemp

Cemp

)
C

tanϕ0

Théorème de Thalès dans ABCC’B’ :

AB′

AB
=

AC′

AC
=

B′C′

BC
Avec BB′ = BA + AB′ → AB′ = BB′ − BA
BB′

AB
− 1 =

B′C′

BC

AB = BB′ BC

BC + B′C′ =

(
1 − Xemp

Cemp

)
C

cosϕe

(
1 − Xemp

Cemp

)
C 1

tan ϕ0(
1 − Xemp

Cemp

)
C
(

1
tan ϕ0+tan ϕe

)

AB =

(
1 − Xemp

Cemp

)
C

cosϕe

1

1 + tanϕ0 tan ϕe

De la même manière, en considérant les triangles rectangles BC”B”, et BC”D, et en
appliquant le théorème de Thalès dans A’BDC”B”, on montre que :

BA′ =
Xemp

Cemp

C

cosϕe

1

1 + tanϕ100 tan ϕe

La corde de la section RDM CRDM est donnée par la somme de AB et BA′ :

CRDM = AB + BA′

=
C

cosϕe

((
1 − Xemp

Cemp

)
1

1 + tanϕ0 tan ϕe
+

Xemp

Cemp

1

1 + tanϕ100 tan ϕe

)

Nous avons précédemment montré la relation qu’il existait entre les différentes flèche de
l’aile. Appliquons cette relation, afin de tout exprimer en fonction de la flèche au niveau
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de l’axe élastique ϕe.

tan ϕ0 = tanϕe + K

(
1 − Xemp

Cemp
− 0

100

)

= tanϕe + K

(
1 − Xemp

Cemp

)

tanϕ100 = tanϕe + K

(
1 − Xemp

Cemp
− 100

100

)

= tanϕe − K

(
Xemp

Cemp

)

Avec K = (1 − ε)
Cemp

b/2 = 4
λ

1−ε
1+ε . Finalement, la corde de la section RDM s’exprime par

(calcul validé par Maple) :

CRDM = C cosϕe
1

cos4 ϕe

1(
1 + tan2 ϕe +

(
1 − Xemp

Cemp

)
K tan ϕe

)(
1 + tan2 ϕe − Xemp

Cemp
K tan ϕe

)
(A.3)

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
0.975

0.98

0.985

0.99

0.995

1

Flèche au niveau de l’axe élastique : φ
e
 (degrés)

 C
R

D
M

 / 
(C

 c
os

 φ
e) 

ε=0.3, λ=7, Xemp/Cemp=0.4

Fig. A.5 – Rapport entre la corde CRDM de la section RDM et la modélisation courante de cette

corde par CRDM ≈ C cos ϕe pour différence flèche voilure. Une telle modélisation est justifiée

puisqu’elle n’entrâıne qu’une erreur inférieure à 2.4% pour un avion de transport civil moyen.

Dans nos calculs de voilure, nous poserons pour simplifier :

CRDM = fϕe C cosϕe

fϕe =
1

cos4 ϕe

1(
1 + tan2 ϕe +

(
1 − Xemp

Cemp

)
K tan ϕe

)(
1 + tan2 ϕe − Xemp

Cemp
K tanϕe

)

≈ 0.98
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Considérations
Aérodynamiques
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La connaissance des efforts, qu’une voilure d’avion peut être amenée à subir, permet de
dimensionner celle-ci par des critères définis par la norme FAR 25 (contraintes/déformations),
et permet ainsi d’estimer sa masse. Ce chapitre a pour but d’exprimer analytiquement
les efforts aérodynamiques subit par une voilure.

Nous commencerons par expliciter la répartition de portance que nous adoptons pour
notre étude : répartition de portance elliptique. Ensuite, nous exprimerons les efforts
tranchants, de flexion, et de torsion, provoqués uniquement par l’aérodynamique.

B.1 Répartition de portance elliptique

Cette partie n’est pas une démonstration rigoureuse (pour cela consulter [Bon00]),
mais rappelle les propriétés attrayantes d’une répartition de portance elliptique (qui
minimise la trâınée induite), et comment concevoir une aile ayant une telle répartition.

B.1.1 Pourquoi une répartition elliptique ?

La méthode1 dite de la “Ligne portante de Prandtl” permet d’exprimer le coefficient
de trâınée induite de l’aile comme la somme de deux termes.

Cx = π λ

∞∑

n=1

n A2
n

=
Cz2

πλ
+ π λ

∞∑

n=2

n A2
n

Le premier terme en Cz2

πλ représente le prix obligatoire à payer pour une portance Cz
d’une aile d’allongement λ : la trâınée induite sera dans le meilleur des cas égale à ce
terme. Le deuxième terme, peut être rendu nul afin de minimiser la trâınée induite : il
varie selon la répartition de portance. Pour minimiser la trâınée induite, les coefficients
de décomposition en série de Fourier An (n≥2)

doivent être nuls :

A2 = A3 = . . . = An = 0

La loi de circulation Γ est définie par :

Γ(θ) = −2 b Va

∞∑

n=1

An sin(nθ)

(Le changement de variable y = b
2 cos(θ) permet la résolution de l’équation intégro-

différentielle de Prandtl, en développant la loi de circulation en série de Fourier : cf.
[Bon00]).
Pour minimiser la trâınée induite, cette loi de circulation Γ est elliptique le long de la
voilure :

Γ(y) = −2 b VaA1 sin(θ)

= −2 b Va
Cz

π λ
sin(θ)

Γ(y) = −2 b Va Cz

π λ

√

1 −
(

y

b/2

)2

1Théorie en fluide parfait Cxo = 0
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Considérons une tranche élémentaire dy. Le théorème de Joukowski donne l’expression
de la portance élémentaire dP en fonction de la loi de circulation Γ :

dP = −ρ Va Γ(y) dy

= ρ Va
2 b Va Cz

π λ

√

1 −
(

y

b/2

)2

dy avec λ =
b2

S

=
1

2
ρ S V 2

a Cz

√

1 −
(

y

b/2

)2
4 dy

π b
(B.1)

Par conséquent, pour une trâınée induite minimale, la répartition de portance est également
elliptique le long de la voilure.

B.1.2 Vrillage et loi de corde.

Fig. B.1 – Le Supermarine Spitfire Mk16 a une aile dont la corde varie selon l’envergure de

façon elliptique. Avec une aile non vrillée, le Cz est alors constant, cela procure une répartition

de portance elliptique : solution aérodynamique qui minimise la trâınée induite. Photo Rob Neil

Nous venons de voir que pour minimiser la trâınée induite, il fallait une répartition de
portance elliptique. Mais comment réaliser cela ? C’est ce que nous allons voir en étudiant
quelques cas représentatifs simples : Aile elliptique, aile rectangulaire et aile trapézöıdale.
La portance élémentaire dP d’un élément de surface dS = C dy s’écrit :

dP =
1

2
ρ C dy V 2

a Czp (B.2)

Avec Czp le coefficient aérodynamique de portance du profil. Les deux équations précédentes
(Equation B.1, p. 187) et (Equation B.2, p. 187) montrent que minimiser la trâınée induite
revient à ce que le produit Czp(y) C(y) soit elliptique :

Czp C =
4 S Cz

π b

√

1 −
(

y

b/2

)2
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 Aile Elliptique
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Fig. B.2 – Diverses solutions pour une répartition de portance elliptique qui minimise la trâınée

induite : l’essentiel c’est que le produit de la corde C(y) par le coefficient de portance du profil

Czp(y) soit de forme elliptique le long de l’aile.
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B.1 Répartition de portance elliptique SupAéro-Onéra

Aile elliptique

Soit une aile non vrillée (Czp = cte = Cz), la répartition de portance est elliptique
si la loi de corde C(y) l’est aussi.

C(y) =
4 b

π λ

√

1 −
(

y

b/2

)2

Czp = cte = Cz

L’aile a dans ce cas la forme d’une demi-ellipse. C’est le cas du Spitfire (Figure B.1, p. 187).

Aile rectangulaire

Cette fois-ci, considérons une aile rectangulaire : corde constante C = cte. Pour que
la répartition de portance soit elliptique il faut que le coefficient aérodynamique du profil
Czp(y) soit elliptique.

C = cte

Czp(y) =
4 S Cz

π b C

√

1 −
(

y

b/2

)2

Ceci est réalisable par un vrillage approprié ∆α(y) :

Czp = Czpα (∆α(y) + α)

∆α(y) =


 4 b

π λ C

Czα

Czpα

√

1 −
(

y

b/2

)2

− 1


α

Remarque B.1 On remarquera que le vrillage de l’aile est adapté à un cas de vol
particulier. En effet, il dépend de l’incidence de vol α : α = mg

1
2

ρ S V 2
a Czα

. En général,

la voilure est vrillée de manière à présenter une répartition de portance elliptique en
croisière. Par conséquent, ce vrillage ne sera pas adapté aux autres cas de vol.

Aile trapézöıdale

Pour obtenir une répartition de portance elliptique il suffit d’avoir le produit C Czp

elliptique. Nous venons de voir un cas où la corde était constante et Czp elliptique, puis
un autre cas où Czp était constant mais C elliptique. Nous pouvons envisager maintenant
une loi de corde C(y) et un coefficient de portance profil Czp(y) de manière à ce que leur
produit soit elliptique. Prenons le cas d”une aile trapézöıdale.

C(y) = Cemp

(
1 + (ε − 1)

y

b/2

)

Czp(y) =
4 S Cz

π b Cemp

√
1 −

(
y

b/2

)2

1 + (ε − 1) y
b/2

Le coefficient de portance profil Czp a une forme plus complexe.
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B.1.3 Effet de la flèche

Nous venons d’étudier plusieurs types de voilure droite. Mais qu’en est-il des ailes en
flèche ?
La flèche ϕ de la voilure modifie sensiblement la répartition de portance par rapport à
la même aile mais droite. En effet, la flèche d’une aile provoque une plus forte portance
en extrémité d’aile qu’à l’emplanture (Figure B.3, p. 190).

Effet de Flèche sur la répartition de portance en envergure

Aile Plane
ϕ = -60˚

ϕ = -30˚

ϕ = 60˚

ϕ = 30˚ϕ = 0˚

Cz local

Cz global

y

b/2

10.50

0

0.5

1

1.5

(Calcul théorique fluide parfait petites perturbations)

Fig. B.3 – J.Bousquet [Bou90] propose un graphique montrant l’effet de la flèche ϕ sur la

répartition de portance d’une aile. À partir d’une aile rectangulaire plane, la flèche est modifiée.

On observe alors que plus la flèche ϕ est importante (ϕ > 0), plus la portance se répartie vers

les extrémités de l’aile.

Cela dit, un vrillage adéquat peut rendre, malgré la flèche ϕ, la répartition de portance
elliptique, et ainsi, toujours minimiser la trâınée induite.

C’est pourquoi, même si les ailes que nous étudions ont une flèche ϕ, leur répartition
de portance peut être en première approximation, considérée elliptique.

B.2 Efforts aérodynamiques voilure

Nous venons de voir que la répartition de portance optimale pour minimiser la
trâınée induite était elliptique. Regardons maintenant les efforts que produit ce type
de répartition sur une aile d’avion de transport subsonique (trapézöıdale avec flèche).
Considérons une répartition de portance elliptique :

dP =
1

2
ρ S V 2

a Cz

√

1 −
(

y

b/2

)2
4 dy

π b
(B.3)

Nous supposerons un vrillage adéquat de la voilure pour conserver une répartition de
portance elliptique malgré la flèche ϕ et l’effilement ε de la voilure.

Dans toute cette étude, nous négligerons la contribution de la trâınée par rapport à
celle de la portance pour le calcul des efforts aérodynamiques.
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En croisière, il n’est pas rare d’avoir une finesse de 15, ce qui veut dire que la portance
est 15 fois plus importante que la trâınée.
Par ailleurs, pour le calcul des moments de torsion, le bras de levier de la portance est
bien plus important que celui de la trâınée : le foyer du profil est plus éloignée du centre
de torsion du caisson selon la corde que selon l’épaisseur du profil. Par conséquent, le
moment de torsion due à la trâınée est négligeable devant celui du à la portance.

B.2.1 Force tranchante aérodynamique Ta

Seules les forces de portance sont considérées. Ce calcul permettra de dimensionner
les âmes des longerons qui sont sensés reprendre les efforts tranchants (Section 4.2, p. 80).
L’effort tranchant de portance en tout point y de la voilure est donné par l’intégrale de
la portance élémentaire dP , de y à b

2 .

Ta(y) =

∫ b
2

y

dP (ȳ)

=
1

2
ρ S V 2

a Cz
4

π b

∫ b
2

y

√

1 −
(

ȳ

b/2

)2

dȳ

À l’aide de Maple2, cette intégration est réalisable, permettant ainsi d’exprimer analy-
tiquement cet effort tranchant de portance.

Ta(y) =
1

2
ρ S V 2

a Cz
1

2



1 − 2

π

y

b/2

√

1 −
(

y

b/2

)2

− 2

π
arcsin

y

b/2





Bien entendu lorsque nous prenons y = 0, nous retrouvons la moitié de la portance
1
2

1
2 ρ S V 2

a Cz : la portance est partagée entre les deux ailes (chargement symétrique).
Pour rendre cette équation plus explicite, nous allons l’exprimer sous une forme sans
dimension de manière à ce qu’elle soit valable pour tous les avions à répartition de
portance elliptique. Pour ce faire nous poserons la variable Y = y

b/2 (L’aile est décrite de

Y = 0 à l’extrémité Y = 1), et nous rapporterons l’effort tranchant à la portance totale
de l’avion 1

2 ρ S V 2
a Cz. Nous obtenons alors une équation, valable pour tous les avions :

Ta(Y )
1
2 ρ S V 2

a Cz
=

1

2

(
1 − 2

π
Y
√

1 − Y 2 − 2

π
arcsinY

)
(B.4)

Cette expression sera utilisée pour dimensionner l’âme des longerons (Section 4.2, p. 80).
Nous verrons que son intégrale permet de déterminer la masse de cette âme. Cette ex-
pression peut encore parâıtre complexe analytiquement, mais graphiquement ressemble
à une droite (Figure B.4, p. 193). L’assimiler à une droite d’équation − 1

2 Y + 1
2 (droite qui

respecte les conditions aux limites en extrémité et à l’emplanture) implique une erreur
de 3.78% sur son intégrale de 0 à 1, c’est-à-dire sur la masse de l’âme3. Cette équation de
droite est en fait l’expression de l’effort tranchant d’une répartition rectangulaire d’une
aile de même portance.

2Maple 5 Release 5 : pour que Maple effectue cette intégration, il suffit de spécifier, par la fonction
“assume”, que l’envergure de l’aile b est forcément positive : assume(b > 0)

3Optimiser une droite de la forme : K Y + 1
2
, permet d’améliorer à 0.68% l’erreur sur l’intégrale. Dans

ce cas K = −0.562. La condition au limite en Y = 0 est respectée : on retrouve 1
2

(la demi-portance).
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B.2.2 Moment de flexion aérodynamique Mfa

La répartition de portance elliptique crée un moment de flexion en tout point η =
y

cos ϕe
des sections RDM4 dont l’expression est donnée par :

Mfa(y) =

∫ b
2

y

(ȳ − y)

cosϕe
dP (ȳ)

=
1

2
ρ S V 2

a Cz
1

π cosϕe

∫ b
2

y

2
ȳ

b/2

√

1 −
(

ȳ

b/2

)2

dȳ − y

cosϕe

∫ b
2

y

dP (ȳ)

︸ ︷︷ ︸
Ta(y)

=
2

3

1

π

b/2

cosϕe

1

2
ρ S V 2

a Cz

(
1 −

(
y

b/2

)2
) 3

2

− y

cosϕe
Ta(y)

Remarque B.2 Le moment de flexion supporté par le fuselage de l’avion
Mfa(y = 0) = 2

3
1
π

b/2
cos ϕe

1
2

ρ S V 2
a Cz permet de dire que tout se passe comme si la

demi-portance 1
2

1
2

ρ S V 2
a Cz de chaque aile était appliquée à la distance 4

3
1
π

b
2

du
fuselage. Soit à 42.4% de la demi-envergure b

2
.

De même que précédemment, pour rendre cette expression plus “parlante”, nous
allons la mettre sous une forme sans dimension en posant Y = y

b/2 et en rapportant le

moment de flexion Mfa(y) par celui supporté par le fuselage Mfa(y = 0).

Mfa(Y )
2
3

1
π

b/2
cos ϕe

1
2 ρ S V 2

a Cz
=

(
1 − Y 2

) 3
2 − 3

2
Y
(π

2
− Y

√
1 − Y 2 − arcsinY

)
(B.5)

Remarque B.3 Ce résultat vérifie bien le principe d’équilibre de Résistance Des
Matériaux qui précise que la dérivée du moment de flexion ajoutée à l’effort tran-
chant doit être nul (Dans les axes d’étude de RDM).

dMfa

dη
+ Ta = 0

Lorsque l’on effectue le calcul
dMfa

dη
=

dMfa

dY
dY
dy

dy
dη

, le terme en b/2
cos ϕe

vient du fait que
dy
dη

= cos ϕe et que dY
dy

= 1
b/2

.

4RDM : Résistance Des Matériaux. C’est-à-dire les sections perpendiculaires à l’axe élastique.
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Fig. B.4 – Efforts créés par la répartition de portance elliptique, sur la voilure : chargement

elliptique (Equation B.3, p. 190), Effort Tranchant (Equation B.4, p. 191), et moment de flexion

(Equation B.5, p. 192)
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B.2.3 Moment de torsion aérodynamique MtaCt

Le calcul analytique du moment de torsion aérodynamique (selon l’axe élastique −→η )
est sans doute le plus difficile car il nécessite la connaissance des positions des centres
de torsion Ct et des foyers locaux F dans chaque section RDM, mais il est néanmoins
nécessaire pour dimensionner en contrainte le revêtement.

La position des centres de torsion Ct peut être déterminée à l’aide du modèle “Cer-
cueil” que nous avons mis au point (Appendix E, p. 239).

Quant aux positions des foyers locaux, nous les supposerons à 25% de la corde (en
partant du bord d’attaque) pour résoudre analytiquement le moment de torsion. Nous
quantifierons numériquement l’erreur induite sur la masse de revêtement (5.7%) d’une
telle hypothèse dans le cas d’une aile de type A300, par rapport moment de torsion
calculé numériquement avec les lieux réels des foyers locaux, calculé par la théorie de la
surface portante.

Nous exprimerons également le moment de torsion induit par le braquage des gou-
vernes de roulis.

Nous obtiendrons alors l’expression analytique du moment de torsion que subie une
voilure avec flèche ϕe, effilement ε et à répartition de portance elliptique.

Moment de torsion en F (Foyer local)

Commençons par exprimer le moment de torsion aérodynamique en F (foyer local).
C’est en fait uniquement le moment de torsion dû au coefficient de moment Cmoprofil

des profils.

yb

xb

η

Axe élastique

ϕe

C
R

D
M

dη

V
co

s
ϕ

e

V

Fig. B.5 – Projection de la vitesse vue par l’élément de surface dS = CRDM dη. La vitesse

que voit cet élément de surface est la projection de la vitesse avion avec le cosinus de l’angle de

flèche que nous supposerons au niveau de l’axe élastique ϕe.
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Profils Cmoprofil

BOEING 737 ROOT AIRFOIL −0.009
BOEING 737 MIDSPAN AIRFOIL −0.078
BOEING 737 MIDSPAN AIRFOIL −0.044
BOEING 737 OUTBOARD AIRFOIL −0.089
KC-135 BL52.44 AIRFOIL +0.004
KC-135 BL124.32 AIRFOIL +0.002
KC-135 BL200.76 AIRFOIL −0.002
KC-135 BL351.6 AIRFOIL −0.014
NACA 0012 AIRFOILS 0

Tab. B.1 – Valeur des coefficients de moment de profil Cmoprofil déterminée à l’aide du
logiciel “Rfile” de Sandro Fergnani (http ://www.b2streamlines.com/RFILEdoc.html) sur
des profils de la base de données de Michael Selig [Sel00] (http ://www.aae.uiuc.edu/m-
selig/ads/coord database.html). On retrouve bien Cmoprofil = 0 pour le profil symétrique
NACA0012. Par contre, les valeurs des Cmoprofil sont plus faibles que l’ordre de grandeur
Cmoprofil ≈ −0.1 [Sch03] que nous avions pour les profils d’avion de transport civil.

Le moment élémentaire de torsion aérodynamique dMta selon −→η en F d’une surface
élémentaire dS = CRDM dη, s’exprime en fonction du coefficient de moment du profil
Cmoprofil :

dMta,F (η) =
1

2
ρ dS (V cosϕe)

2
CRDM Cmoprofil + dMta,F (η + dη)

=
1

2
ρ CRDM dη V 2 cos2 ϕe CRDM Cmoprofil + dMta,F (η + dη)

=
1

2
ρ V 2 cos2 ϕe C2

RDM Cmoprofil dη + dMta,F (η + dη)

Implicitement le Cmoprofil, donc le profil, est considéré défini dans le plan RDM, per-
pendiculaire à l’axe élastique (Appendix G, p. 283). Or, la corde CRDM de la section
RDM s’exprime en fonction de la corde géométrique C et de la flèche au niveau de l’axe
élastique ϕe, par (Equation A.3, p. 184) :

CRDM = fϕe C cosϕe

Alors le moment élémentaire de torsion aérodynamique en F est :

dMta,F (η) =
1

2
ρ V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
C2 Cmoprofil dη + dMta,F (η + dη)

Le moment de torsion aérodynamique Mta en un point η de la voilure, se déduit par
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intégration du moment élémentaire de l’extrémité de l’aile jusqu’à η.

dMta,F (η + dη) − dMta,F (η)

dη
= −1

2
ρ V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
C2 Cmoprofil

Mta,F (η) = −
∫ η

b/2
cos ϕe

1

2
ρ V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
C2 Cmoprofildη̄

=

∫ b/2
cos ϕe

η

1

2
ρ V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
C2 Cmoprofildη̄

=
1

2
ρ V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
Cmoprofil

∫ b/2
cos ϕe

η

C2 dη̄

=
1

2
ρ V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
Cmoprofil

∫ 1

Y

C2 dη̄

dy

dy

dY
dY

=
1

2
ρ V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
Cmoprofil

∫ 1

Y

C2 b/2

cosϕe
dY

Par changement de variable : y = η cosϕe et Y = y
b/2 .

Mta,F (Y ) =
1

2
ρ V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
Cmoprofil

b/2

cosϕe

∫ 1

Y

C2
emp (1 + (ε − 1) Y )2 dY

=
1

2
ρ V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
Cmoprofil

b/2

cosϕe
C2

emp

∫ 1

Y

(1 + (ε − 1) Y )
2

dY

=
1

2
ρ V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
Cmoprofil

b/2

cosϕe
C2

emp

(
1

3
(ε − 1)2(1 − Y 3) + (ε − 1)(1 − Y 2) + (1 − Y )

)

Or la surface voilure S d’une aile trapézöıdale s’exprime par (Appendix A, p. 179) :

S =
b

2
Cemp (1 + ε)

Alors le moment de torsion aérodynamique exprimé au foyer local F de la section peut
s’écrire sous la forme :

Mta,F (Y ) =
1

2
ρ S V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
Cmoprofil

Cemp

cosϕe

1

1 + ε(
1

3
(ε − 1)2(1 − Y 3) + (ε − 1)(1 − Y 2) + (1 − Y )

)

Si on adimensionne par le moment de torsion en Y = 0, on obtient finalement :

Mta,F (Y )

Mta,F (0)
=

(ε − 1)2(1 − Y 3) + 3 (ε − 1)(1 − Y 2) + 3 (1 − Y )

ε2 + ε + 1

Mta,F (0) =
1

2
ρ S V 2

(
Cemp cos3 ϕe f2

ϕe

1

3

ε2 + ε + 1

1 + ε

)
Cmoprofil
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Moment de torsion en Ct (Centre de torsion)

Pour l’étude en torsion du revêtement, nous avons besoin du moment de torsion
aérodynamique exprimé au centre de torsion Ct de la section. Le transport du torseur
aérodynamique de F à Ct, nous permettra de déterminer le moment de torsion en Ct :
il met en évidence la contribution de la portance Cz à la torsion.

Transport de moment élémentaire :
−−−→
dM t

Ct
=

−−−→
dM t

F +
−−→
CtF ∧ −−−−→

dFAéro

Pour le moment de torsion aérodynamique Mta (selon −→η ), son transport en Ct (centre
de torsion) revient à :

dMta,Ct
= dMtaF +

(−−→
CtF ∧ −−−−→

dFAéro

)
.−→η

= dMtaF +
(−−→
CtF ∧

(
dPortance

−→
Y − dTrâınée

−→
Z
))

.−→η

= dMtaF −−−→
CtF .

−→
Z dPortance−−−→

CtF .
−→
Y dTrâınée︸ ︷︷ ︸

négligeable

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

dPortance

dTraînée
Ct

F

Y

Z
η

Fig. B.6 – Le moment de torsion (selon η) dû à la trâınée (CtF.Y dTrâınée) est négligeable

devant celui dû à la portance (CtF.Z dPortance).

Nous négligerons le moment de torsion dû à la trâınée par rapport au moment de
torsion dû à la portance.

D’une part, parce que la portance est bien plus importante que la trâınée : en croisière,
il n’est pas rare d’avoir une finesse de l’ordre de 17, ce qui signifie que la portance est
17 fois plus grande que la trâınée. C.Champion et R.Lafontan d’Airbus [CL03], précisent
que les B747 et l’A340 ont une finesse de croisière de l’ordre de 17, et annoncent une
finesse de 20 pour l’A380.

f =
Cz

Cx
=

Portance

Trâınée
= 17 ⇒ Portance � Trâınée

D’autre part, parce que la forme des profils impose un bras de levier de la portance
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−−→
CtF .

−→
Z bien plus important que celui de la trâınée

−−→
CtF .

−→
Y .

dPortance � dTrâınée
−−→
CtF .

−→
Z � −−→

CtF .
−→
Y

−−→
CtF .

−→
Z dPortance � −−→

CtF .
−→
Y dTrâınée

Pour calculer le moment de torsion due à la portance, il faut déterminer la distance−−→
CtF .

−→
Z , autrement dit, il faut déterminer les positions du centre de torsion Ct et du foyer

local F . La distance centre de torsion-Foyer
−−→
CtF.

−→
Z peut s’exprimer par la différence

entre la distance centre de torsion-Bord d’Attaque
−−−−→
Ct BA.

−→
Z et la distance Foyer-Bord

d’Attaque
−−−→
F BA.

−→
Z .

−−→
CtF .

−→
Z =

−−−−→
Ct BA.

−→
Z −−−−→

F BA.
−→
Z

M

G

d

d/2lGZ

Z

Y

ZC

Ct

lBEC

CRDM

Fig. B.7 – Position du centre de torsion Ct déterminé par le modèle “Cercueil” (Appendix E,

p. 239).

La position du centre de torsion Ct peut être déterminée à l’aide du modèle “Cercueil”
que nous avons élaborés (Appendix E, p. 239).

−−−−→
Ct BA.

−→
Z =

(−−→
CtG +

−−→
GM +

−−−−→
M BA

)
.
−→
Z

=

(
−ZC − lGZ +

d̃

2
+ lBEC

)
CRDM

En reprenant les valeurs moyennes de différents profils étudiés (Appendix E, p. 239), l’ordre
de grandeur de la position du centre de torsion du caisson Ct peut être exprimé en
moyenne par :

−−−−→
Ct BA.

−→
Z ≈ 0.38 CRDM = 0.38 fϕe cosϕe C

Quant à la position du foyer local F la modélisation courante consiste à considérer
ce foyer local à 25% de la corde en partant du bord d’attaque. Cela dit, pour des ailes
avec flèche ϕe et effilement ε, soit le cas des voilures que nous étudions, la position des
foyers locaux recule à l’emplanture et avance à l’extrémité (Figure B.8, p. 199).

Ce qui a priori pourrait influencer le moment de torsion que nous cherchons à calculer.
En pratique, pour un avion de transport civil moyen (type A300 : flèche ϕ25 = 28

�
,

effilement ε = 0.3), ce phénomène est observable mais considérer un foyer local à 25%
suffit pour notre modélisation (Figure B.9, p. 200).

−−−→
F BA.

−→
Z ≈ 0.25 fϕe cosϕe C
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Axe élastique

Ligne des 25%
Lieu des 
foyers

Fig. B.8 – J-P.Perrais [PF80] propose un graphique montrant la position des Foyers le long de

l’aile pour une aile en flèche.

Y (0=emplanture, 1=extrémité) 0.033 0.100 0.167 0.233 0.300 0.367 0.433
Position du foyer local (% de corde) 28.58 26.89 25.99 25.49 25.19 24.98 24.81
Y (0=emplanture, 1=extrémité) 0.500 0.567 0.633 0.700 0.767 0.833 0.900 0.967
Position du foyer local (% de corde) 24.66 24.50 24.32 24.10 23.82 23.41 22.66 20.40

Tab. B.2 – Positions des foyers locaux pour une aile de type A300 (ϕ25 = 28
�
, ε = 0.3)

déterminées numériquement (simulation numérique effectuée par Matthieu Scherrer selon
les travaux de Nicolas Quendez [Que02].)

La modélisation analytique du lieu des foyers réels n’étant pas triviale, et le modèle de la
ligne des 25% étant suffisamment réaliste pour une approche de type avant projet. Nous
allons donc résoudre le moment de torsion aérodynamique pour un modèle de foyers
locaux à 25% de corde, et nous montrerons que le moment de torsion ainsi obtenu est
très proche de celui simulé numériquement avec les foyers locaux d’une aile de type A300.

Nous poserons lCtF la proportion de corde RDM CRDM = fϕe cosϕe C, entre le
centre de torsion Ct et le foyer local F , supposé constant le long de l’aile :

−−→
CtF .

−→
Z = lCtF fϕe cosϕe C

lCtF ≈ 0.38 − 0.25 = 0.13

dMta,Ct
= dMtaF − −−→

CtF .
−→
Z dPortance

= dMtaF − lCtF fϕe cosϕe C
1

2
ρSV 2Cz

√
1 − Y 2

2

π
dY

= dMtaF − lCtF fϕe cosϕe Cemp (1 + (ε − 1)Y )
1

2
ρSV 2Cz

√
1 − Y 2

2

π
dY

MtaCt
= Mta,F − fϕe cosϕe Cemp

2

π

1

2
ρSV 2Cz

∫ 1

Y

lCtF

(
1 + (ε − 1)Ȳ

) √
1 − Ȳ 2dȲ
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Fig. B.9 – Pour un avion de type A300 (ϕ25 = 28 i, ε = 0.3), le lieu des foyers locaux est très

proche de la modélisation courante de la ligne des 25%.
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Avec le modèle des foyers locaux à 25% de la corde, lCtF est donc constant le long
de la voilure.

MtaCt
= Mta,F − fϕe cosϕe Cemp

2

π

1

2
ρSV 2Cz lCtF

∫ 1

Y

(
1 + (ε − 1)Ȳ

) √
1 − Ȳ 2dȲ

Le calcul de l’intégrale (validé par Maple) abouti à :

∫ 1

Y

(
1 + (ε − 1)Ȳ

)√
1 − Ȳ 2dȲ =

π

4

(
1 − 2

π

√
1 − Y 2Y − 2

π
arcsinY +

4

3π
(ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

)

Alors finalement le moment de torsion aérodynamique exprimé au centre de torsion
Ct est :

MtaCt
(Y ) =

1

2
ρ S V 2 cos4 ϕe f2

ϕe
Cmoprofil

Cemp

cosϕe

1

1 + ε(
1

3
(ε − 1)2(1 − Y 3) + (ε − 1)(1 − Y 2) + (1 − Y )

)

−fϕe cosϕe Cemp
2

π

1

2
ρSV 2Cz lCtF

π

4

(
1 − 2

π

√
1 − Y 2Y − 2

π
arcsinY +

4

3π
(ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

)
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Fig. B.10 – Tracé de l’évolution des moments de torsion aérodynamique MtaCt pour une aile

de type A300. Une part de la masse de revêtement est liée à l’intégrale de ce moment divisée par

la corde de la voilure
∫ 1

0

MtaCt
dY

C
: la modélisation des foyers locaux à 25% de la corde entrâıne

une sous-estimation de cette masse de l’ordre de 5.66% pour une aile de type A300. (Attention

pour lire cette figure, l’axe des ordonnées est négatif : le moment nul est en haut et un grand

moment de torsion négatif est en bas)
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Braquage des gouvernes de roulis

Pour dimensionner la peau en torsion, nous veillerons à ce que le caisson voilure ne
se vrille pas trop de manière à assurer l’efficacité des gouvernes de roulis. Pour cela nous
aurons besoin de connâıtre entre autre, le moment de torsion induit par le braquage
des gouvernes de roulis. Ces ailerons sont placés à une distance Lδl de l’axe de symétrie
fuselage (Figure 4.15, p. 87). Il sont implantés sur le bord de fuite, et leur braquage crée
une force Fδl appliquée au foyer local aileron (environ une d’une à deux corde d’aileron
devant l’aileron (Appendix H, p. 285)) qui crée donc un moment local de torsion Mt au
centre de torsion Ct par rapport à l’axe élastique −→η . dδl est la distance entre le foyer
local aileron et le centre de torsion (Figure 4.16, p. 88).

Mt = dδl Fδl

= dδl
1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl

(un moment Mt = −dδl Fδl pour l’autre aile).

Moment de torsion aérodynamique

Finalement le moment de torsion aérodynamique en Ct pour un point courant Y est :

MtaCt
(Y ) =

1

2
ρ S V 2 cos3 ϕe f2

ϕe
Cemp

1

1 + ε
Cmoprofil

(
1

3
(ε − 1)2(1 − Y 3) + (ε − 1)(1 − Y 2) + (1 − Y )

)

−fϕe cosϕe lCtF Cemp
1

2
ρSV 2Cz

1

2

(
1 − 2

π

√
1 − Y 2Y − 2

π
arcsinY +

4

3π
(ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

)

+

{
dδl

1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl si Y ≤ Lδl
b/2 ,

0 si Y >
L

δl
b/2 .

(B.6)
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Annexe C

Efforts Voilure
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SupAéro-Onéra Chapitre C - Efforts Voilure

Pour dimensionner chaque élément de voilure, il est nécessaire d’évaluer les efforts
qui leur sont appliqués. Les efforts subis par la voilure sont de nature aérodynamique
(étudié dans le chapitre (Appendix B, p. 185)), massique1 (poids du carburant MF uel et de
chaque éléments de la voilure). Pour les avions dont les moteurs sont accrochés sous les
ailes, il faut également prendre en compte les efforts transmis par le mât moteur (poids
du moteur et de la nacelle, poussée . . . ).

Il apparâıt donc que le problème d’estimation de masse voilure est récursif. En effet,
pour déterminer la masse voilure, il faut dimensionner celle-ci selon les efforts qui lui
sont appliqués. Et ces efforts dépendent de la répartition de masse voilure, masse que
nous cherchons justement à estimer ! Ce problème peut s’envisager par une approche
numérique où par un bouclage adéquat, la répartition de masse serait optimisée pour
minimiser la masse totale tout en ayant une voilure capable de supporter les efforts qu’elle
subit. Cette démarche est incompatible avec l’approche analytique que nous tentons de
mener. Cependant, en faisant l’hypothèse d’une forme judicieuse de répartition de masse,
il est possible d’avoir une approche tout à fait réaliste tout en gardant l’avantage d’une
approche analytique. C’est ce que nous ferons dans ce chapitre : la répartition de la
masse des éléments de la voilure et du carburant qu’elle contient, sera choisie sur une
base d’intuition physique.

Ce chapitre fera donc l’objet, d’un choix de répartition de masse voilure et carburant le
long de la voilure, et du calcul des efforts massiques appliqués à la voilure. Connaissant
les efforts aérodynamiques (Appendix B, p. 185) et désormais massiques, il sera alors
possible, en posant les hypothèses d’étude, de calculer l’ensemble des efforts subi par la
voilure (effort tranchant et moment de flexion dans les axes d’étude de Résistance Des
Matériaux). Nous aurons alors les expressions analytiques de la force tranchante voilure,
qui permettra le dimensionnement de l’âme du longeron (Section 4.2, p. 80), et du moment
de flexion, qui permettra le dimensionnement des semelles du longeron (Section 4.1, p. 45).

C.1 Efforts Massiques et d’inertie de la voilure

Dans cette section la forme de répartition de masse le long de la voilure est choisie,
puis les expressions des efforts massiques sont déterminées (force tranchante et moment
de flexion). Nous procéderons d’une manière similaire à l’établissement des expressions
des efforts aérodynamique (Appendix B, p. 185). Ces expressions permettront dans la
section suivante, de déterminer l’expression analytique des efforts voilure (massique et
aérodynamique).

C.1.1 Répartition de masse dans la voilure

Les efforts massiques dont il est question dans cette partie est la masse des éléments
de la voilure et la masse de carburant. Si les moteurs sont montés sous les ailes (ce qui est
généralement le cas pour les avions de transports civils actuels) les masses des moteurs
seront également pris en compte.

Pour résoudre analytiquement le problème de la masse voilure, il nous faut choisir
une répartition de masse. La répartition le long de l’aile, de la masse des éléments de
voilure ainsi que du carburant qu’elle contient, sera considérée de la même forme que la
répartition aérodynamique. C’est une hypothèse relativement logique puisque plus l’aile
doit supporter des efforts importants plus elle va être constituée d’éléments capables de
supporter ces charges, et donc plus sa masse sera importante. C’est d’ailleurs l’hypothèse

1En réalité massique et d’inertie. C’est pourquoi nous multiplierons le poids par le facteur de charge.
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qui avait été choisie pour l’étude des avions HALE [Raš00]. Par ailleurs, ce choix permet
de simplifier l’expression analytique des efforts voilure et par conséquent de la masse
voilure.

La masse moteur Mm, étant un effort ponctuel, sera évaluée par un terme indépendant.
Le moteur est attaché sous la voilure à une distance dm.

dm=Ym  b/2

zb

yb

Fig. C.1 – Distance fuselage/moteur.

Avion Ym1 Ym2

B707-120 0.41 0.70
B737-200 0.35
B747-200 0.39 0.70
B757-200 0.34
B767-200 0.34
B777-200 0.33
DC8-43 0.36 0.63
DC10 0.34
md11 0.31
A300 0.35
A310 0.35
A318 0.34
A319 0.34
A320 0.34
A321 0.34
A330 0.30
A340 0.30 0.65
A380 0.35 0.61
moyenne bi-moteurs 0.34
moyenne tri/quadri-moteurs 0.36 0.66

Tab. C.1 – Positions des moteurs sur la voilure (valeurs relevées sur des dessins d’avions
disponibles sur les sites Internet de Boeing et d’Airbus). Les ordres de grandeurs de
Ym1 = 1/3 et Ym2 = 2/3 ne sont donc pas absurdes.

Pour rendre les expressions plus générales, des grandeurs sans dimension seront considérées.
Nous reprendrons les axes adimensionnés considérés pour l’étude des efforts aérodynamiques
(Appendix B, p. 185), à savoir : Y = y

b/2 qui va de 0 (fuselage) à 1 (bout de l’aile).
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Pour calculer les efforts massiques, en supposant une même répartition de masse que
celle aérodynamique, il suffit de reprendre les expressions analytiques développées pour
l’aérodynamique (Appendix B, p. 185). Il faudra ensuite rajouter le terme du au moteur
fixé sous l’aile.

C.1.2 Force Tranchante due aux masses et inertie Tm

En reprenant les résultats obtenues précédemment (Equation B.4, p. 191), nous en
déduisons l’expression analytique des efforts tranchants massiques.

Tm(Y ) = − nzce (MW + MF uel) g
1

2

(
1 − 2

π
Y
√

1 − Y 2 − 2

π
arcsinY

)

−
{

0 si Y > Ym,

nzce Mmg si Y ≤ Ym.

Tm(Y )

nzce (MW + MF uel) g
=

− 1
2

(
1 − 2

π Y
√

1 − Y 2 − 2
π arcsinY

)

−
{

0 si Y > Ym,
Mm

MW +MF uel
si Y ≤ Ym.

(C.1)

On confirme bien que la force tranchante massique à l’emplanture (Y=0) est égale à la
moitié du poids de la voilure, du carburant et des moteurs2. Cet effort tranchant est de
signe opposé à l’effort aérodynamique si le facteur de charge est positif.

Ordre de grandeur : Pour un A300-600R, la capacité maximale de carburant est de
62000 litres3 (soit une masse carburant comprise entre 0 ≤ MF uel ≤ 49600 kg), la masse
voilure est de MW = 20870 kg, et les moteurs (PW4358 ou CF6 80C2A5) ont une masse
avionnée4 d’environ 4150 kg. La proportion d’effort tranchant massique du au moteur

Mm

MW +MF uel
varie donc entre 6% (sans carburant) à 20% (maximum de carburant : en

admettant que tout ce carburant soit dans la voilure).

C.1.3 Moment de flexion du aux masses et inertie Mfm

De même, l’expression analytique du moment de flexion massique est donnée (à l’aide
de (Equation B.5, p. 192)) par :

Mfm(Y )
2
3

1
π

b/2
cos ϕe

nzce (MW + MFuel) g
=

−
(
1 − Y 2

) 3
2 − 3

2Y
(

π
2 − Y

√
1 − Y 2 − arcsinY

)

−
{

0 si Y > Ym,
Mm

MW +MF uel

Ym−Y
2
3

1
π

b/2
cos ϕe

si Y ≤ Ym.

(C.2)

2Ici l’expression est implicitement donnée pour un avion bimoteurs mais il n’est pas difficile de modifier
celle-ci pour qu’elle soit valable pour un quadrimoteur. Il suffit d’ajouter un terme similaire avec une
condition sur Y par rapport à l’attache du moteur 2 : Ym2

3La masse volumique du carburant avion est de l’ordre de 0.755 kg/l à 0.840 kg/l à 15jC
(http ://faq.bigip.mine.nu :8008/avion/jaugeage.php)

4Masse moteur avionnée : masse du moteur, de la nacelle, des équipements, . . .
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Fig. C.2 – Modèle adopté de répartition massique le long de la voilure, effort tranchant et

moment de flexion. La masse de la voilure et du carburant qu’elle contient est supposée répartie,

le long de la voilure, de la même manière que la portance c’est-à-dire une répartition elliptique.

Les efforts massiques sont ceux créés par les masses voilure, carburant, et moteur. La masse

moteur est un effort local, ce qui provoque une discontinuité du diagramme d’effort tranchant.

Le moment de flexion est par contre continu.
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C.1.4 Moment de torsion du aux masses et du au moteur Mtm

Torsion due à la masse de la voilure et du carburant qu’elle contient

Nous allons calculer le moment de torsion en Ct (centre de torsion) selon −→η (axe
élastique) que crée la répartition de masse voilure MW et masse carburant MF uel (carbu-
rant dans l’aile) sous facteur de charge nz.

Rappelons que la répartition de masse (MW + MF uel) le long de la voilure (selon −→η )
est supposée de la même forme que la répartition de portance : soit elliptique.

dM = nz (MW + MF uel) g
√

1 − Y 2
2

π
dY

Exprimons le moment de torsion selon −→η créé par cette répartition de masse en Ct :

dMtm,Ct
= Mtm,G︸ ︷︷ ︸

=0

+
−−→
CtG.

−→
Z dMg

Le moment Mtm,G dû à la masse M, exprimé au centre de gravité G, est nul par définition.

Mtm =

∫ b/2
cos ϕe

η

dMtm,Ct
=

∫ b/2
cos ϕe

η

−−→
CtG.

−→
Z dMg

La distance entre le centre de torsion et le centre de gravité de la section peut être
considérée comme une proportion de la corde de la section RDM :

−−→
CtG.

−→
Z = lCtG CRDM

= lCtG fϕe cosϕe C

La proportion lCtG est supposée constante tout le long de la voilure. Reste à savoir
en pratique quelle valeur donner à lCtG ? Et bien, par le modèle “Cercueil” (Appendix E,

p. 239) nous pouvons déterminer la position du centre de torsion Ct et du centre de gravité
du caisson travaillant Gc. Il reste à déterminer la position du centre de gravité total de la
section G, c’est-à-dire le barycentre des centres de gravité du caisson Gc, et de la structure
secondaire (Centre de gravité des becs GB et des volets GV ). Afin d’avoir un ordre de
grandeur en tête, nous avons calculé pour plusieurs avions de combien le centre de gravité
total de la section G était espacé du centre de gravité du caisson travaillant Gc. Pour
cela, nous connaissions les masses de caisson, des becs et des volets de plusieurs avions et
nous avons supposés que la proportion de répartition de ces masses était conservée tout
le long de l’aile, c’est-à-dire également conservée dans la section RDM.

Nous trouvons alors que pour un avion de transport civil moyen (les 4 premiers avions
du tableau (Table C.2, p. 209)), le centre de gravité de la section G est reculé d’environ
4%CRDM par rapport au centre de gravité du caisson travaillant dont la position peut-
être déterminée par le modèle “Cercueil”.

−−→
CtG.

−→
Z = lCtG CRDM

lCtG ≈ −ZC − 4%CRDM

Par analogie avec le calcul du moment de torsion aérodynamique, le moment de
torsion dû à la voilure et au carburant qu’elle contient est donnée par :

Mtm(Y ) = fϕe cosϕe lCtG Cemp nz (MW + MF uel) g

1

2

(
1 − 2

π

√
1 − Y 2Y − 2

π
arcsinY +

4

3π
(ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

)
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GB
GC

GV
G

20% CRDM 40% CRDM 40% CRDM

2/3 40% CRDM10% CRDM 20% CRDM

Mw(BA) 
(13%)

Mw(BF)
(25%)

Mw(caisson)
(62%)

Fig. C.3 – Proportions des masses du caisson travaillant, du bord d’attaque et du bord de fuite

pour un avion de transports civils moyen (moyenne des proportions des 4 premiers avions du

tableau (Table C.2, p. 209))

Avion Mw(caisson) Mw(BA) Mw(BF) % Caisson % BA % BF 100 GcG
l

FOKKER-27 697 122 290 62.8 11 26.1 -5.4
TRIDENT 1 2821 636 842 65.6 14.8 19.6 -2.1
MERCURE IT 3386 856 1165 62.6 15.8 21.5 -2.4
B 727-100 3712 812 2157 55.6 12.2 32.3 -7.1

HS 125-600 B 80 36 140 31.3 14.1 54.7 -14
FALCON 20 854 115 178 74.5 10 15.5 -2.2
FALCON 50-B 1089 196 240 71.4 12.9 15.7 -1.4
FOKKER-28 1284 176 473 66.4 9.1 24.5 -5.4
CITATION 1 189 129 24 55.3 37.7 7 9
FALCON 10 448 93 116 68.2 14.2 17.7 -1.6

BREGUET 941 910 127 531 58 8.1 33.9 -8.9
MIRAGE 2000B 726 220 106 69 20.9 10.1 2.9
MIRAGE 2000N 720 221 106 68.8 21.1 10.1 3
MIRAGE III-E 692 194 143 67.2 18.9 13.9 1
MIRAGE F1-C 839 73 162 78.1 6.8 15.1 -3
LIGHTNING M1 1509 109 152 85.3 6.2 8.6 -1
MIRAGE 2000C 726 220 106 69 20.9 10.1 2.9
RAFALE - A 1011 174 132 76.8 13.2 10 0.6
HUNTER F MK1 782 275 58 70.1 24.7 5.2 5.7
SUP.ETENDARD 689 130 210 67 12.6 20.4 -3
HAWK T MK 1 61 0 50 55 0 45 -15

Tab. C.2 – Écart de position du centre de gravité de la section G avec le centre de gravité
du caisson travaillant Gc. La dernière colonne donne la position calculée du centre de
gravité du caisson Gc à l’aide des données (base de donnée Onéra) des autres colonnes.
Pour le calcul le centre de gravité des becs est supposé distant de 30%CRDM du centre
de gravité du caisson Gc : GcGB = 30%CRDM . De même pour le centre de gravité des
volets, nous avons supposé : GcGV = −

(
20% + 1

340%
)
CRDM .

Contribution du moteur

Un moteur implanté sous l’aile provoque un moment de torsion local (en Ym ≈ 1
3 )

dont l’expression est donnée par (Figure C.4, p. 210) :

Mtmoteur = dM nzce Mmg − dF F
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F

nz Mm g

dF

dM

Ct

Fig. C.4 – Moment de torsion local créé par la présence du ou des moteurs sous l’aile.

Remarque C.1 Quelquefois, les moteurs sont implantés avec un angle de calage, c’est-
à-dire que la poussée a également une composante verticale. Dans ce cas, dF n’est pas
la projection verticale entre le centre de torsion et le point d’application de la poussée,
mais le bras de levier (perpendiculaire à la poussée) comme le montre la figure (Figure
C.4, p. 210).

Moment de torsion massique et propulsif

L’expression du moment de torsion dû à la masse de la voilure, du carburant qu’elle
contient, du moteur, et dû à la poussée est finalement :

Mtm(Y ) = fϕe cosϕe lCtG Cemp nz (MW + MF uel) g

1

2

(
1 − 2

π

√
1 − Y 2Y − 2

π
arcsinY +

4

3π
(ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

)

+

{
0 si Y > Ym,

dM nzce Mmg − dF F si Y ≤ Ym.
(C.3)

Cette expression est donnée pour un avion bi-moteur mais peut facilement se généraliser
pour un quadrimoteur. En numérotant 1 et 2 les moteurs sous l’aile, l’expression du mo-
ment de torsion devient :

Mtm(Y ) = fϕe cosϕe lCtG Cemp nz (MW + MF uel) g

1

2

(
1 − 2

π

√
1 − Y 2Y − 2

π
arcsinY +

4

3π
(ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

)

+

{
0 si Y > Ym1,

dM 1 nzce Mm1g − dF 1 F si Y ≤ Ym1.

+

{
0 si Y > Ym2,

dM 2 nzce Mm2g − dF 2 F si Y ≤ Ym2.
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C.2 Bilan des efforts voilures

Dans cette section, le bilan des efforts subis par la voilure sera fait. Il sera ensuite
utilisé pour dimensionner les différents éléments du caisson travaillant : les semelles en
flexion et l’âme en cisaillement. Les expressions analytiques des masses et aérodynamiques
précédemment élaborées seront reprises est exprimées dans le repère d’étude RDM que
nous définirons.

C.2.1 Hypothèses d’étude

Plusieurs hypothèses sont faites concernant les efforts voilure. Trois familles d’efforts
s’applique à l’aile d’avion : efforts de structure (massique et d’inertie), de propulsion et
d’aérodynamique. Nous donnons dans ce paragraphe les hypothèses d’étude qui ont été
adoptées :

– Les efforts massiques et d’inertie voilure sont les masses des éléments constituant la
voilure, la masse du carburant et la masse du moteur avec sa nacelle, son mât, . . . Les
efforts de structure seront donc le poids de ces derniers multiplié par le facteur de
charge extrême nzce. La répartition massique le long de l’aile est supposée de la
même forme que la répartition aérodynamique (Appendix C.1, p. 204).

– Les composantes des efforts de propulsion sur l’effort tranchant et le moment de

flexion voilure selon
−→
Y sont négligés devant les autres efforts. Le moment de flexion

selon
−→
Y du au couple moteur est supposé négligeable. L’angle de calage moteur

étant faible $, la force tranchante F sin $ due à la poussée moteur est négligeable.
Par ailleurs les moments de flexion Y F sin $ (avec Y < Ym) et hm F cos$ sin ϕe

(avec hm la hauteur d’attache du moteur : hm petit par rapport aux grandeurs
d’une aile) sont négligés.

– La projection du moment de tangage des profils aérodynamiques Cmo sin ϕe créant

un moment de flexion réparti selon
−→
Y , est négligé devant les autres moments de

flexion aérodynamique.
– L’effet du diedre de la voilure Γ sur les efforts voilure n’est pas envisagé.
– La portance 1

2 ρ S V 2
a Cz est supposée entièrement due à la voilure. Autrement dit,

l’empennage arrière ne porte pas (ni ne déporte). Ou du moins sa contribution à
la portance est négligée devant celle de la voilure.

– Les profils aérodynamiques sont supposés définis dans un plan parallèle à celui de
symétrie du fuselage et non pas perpendiculaire à l’axe élastique.

– la notation MF uel représente la masse de carburant dans la voilure. Une partie du
carburant est parfois stockée dans le fuselage, il faudrait dans ce cas en tenir compte
car seul le carburant dans la voilure dimensionne celle-ci.

C.2.2 Notations et axes d’étude

Plusieurs notations sont utilisées pour le calcul des efforts voilure. Elles sont nor-
malement définies au cours du texte, mais dans un souci de clarté, une nomenclature
récapitulative est donnée ici :
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Symbole : Description Unité
b : Envergure de la voilure (distance entre ses deux extrémités).

Attention, dans la discipline “aérodynamique” la notation b est
parfois utilisée pour la demi-envergure et non pas l’envergure.

m

dF : Projection perpendiculaire à la poussée de la distance entre
l’axe élastique et le point d’application de la poussée (Figure

C.4, p. 210)

m

dM : Distance horizontale entre l’axe élastique et le centre de gravité
du moteur+nacelle+mât

m

Mch : Masse de chargement (Equation C.5, p. 214) kg

Mf : Moment de flexion (selon
−→
Y ) subie par la voilure dans les axes

RDM (Figure C.5, p. 213) (effort repris par les semelles du lon-
geron)

Nm

Mf
⊕ : Moment de flexion (selon

−→
Y ) subie par la voilure Mf sous

facteur de charge extrême positif nzce
⊕

Nm

Mf
	 : Moment de flexion (selon

−→
Y ) subie par la voilure Mf sous

facteur de charge extrême négatif nzce
	

Nm

Mt : Moment de torsion (selon l’axe élastique −→η , en Ct centre de
torsion) subie par la voilure dans les axes RDM (Figure C.5,

p. 213) (effort repris par le revêtement)

Nm

MW : Masse Voilure kg
MF uel : Masse de carburant dans la voilure kg
Mm : Masse d’un moteur avionné (moteur brut + nacelle,

équipements hydrauliques et électriques nécessaires à l’implan-
tation du moteur sur l’avion)

kg

nzce : Facteur de charge extrême FAR 25.303 (Appendix I, p. 293) :
nzce = 1.5 nzcl ' 1.5 (2.5) ' 3.75

nzce
⊕ : Facteur de charge extrême positif nzce

⊕ = +3.75
nzce

	 : Facteur de charge extrême négatif FAR 25.337 (Appendix I,

p. 293) nzce
	 = −0.4 nzce

⊕ = −1.5
nzcl : Facteur de charge limite FAR 25.337 : nzcl = 2.5
T : Force tranchante (selon Z) subie par la voilure (effort repris

par l’âme du longeron)
N

T : Force tranchante adimensionnée (Equation C.4, p. 214)

y : Variable (indiquant la position de la section de voilure que l’on
considère) dans le repère avion (xb, yb, zb)

m

Y : Variable adimensionnée (dans repère avion) par rapport à la
demi-envergure : Y = y

b/2

Ym : Distance adimensionnée entre l’axe de symétrie du fuselage et
l’attaque du moteur (Ym ≈ 1

3 (Figure C.1, p. 205)

η : Variable indiquant la position de la section RDM considérée
selon l’axe élastique voilure : η = y

cos ϕe

m

1
2 ρ S V 2

a Cz : Portance de la voilure N

Les efforts que nous calculons dans ce chapitre sont repris dans le document principal
pour dimensionner les semelles (Section 4.1, p. 45) et l’âme (Section 4.2, p. 80) du longe-
ron selon les résultats de Résistance Des Matériaux. Par conséquent, ces efforts doivent
être donnés dans un repère d’étude RDM, lié à la ligne moyenne (dans notre cas, l’axe
élastique). Le repère d’étude choisi est le suivant (Figure C.5, p. 213) :
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xb

yb

Y η

ϕe

axe élastique

Z

Section
RDM

Fig. C.5 – Axes RDM (Résistance Des Matériaux) : axes d’étude voilure. η selon l’axe élastique

du caisson travaillant, Y et Z dans le plan de la section (plan perpendiculaire à η). Z selon la

verticale descendante.

−→η est le vecteur de ligne moyenne : Vecteur unitaire, de direction l’axe élastique du
caisson travaillant, et de sens : de l’emplanture à l’extrémité.

−→
Z est un vecteur unitaire dans le plan de la section RDM (perpendiculaire à l’axe

élastique) selon la verticale descendante.
−→
Y est un vecteur unitaire dans le plan de la section RDM, perpendiculaire à

−→
Z , de

manière à former une base orthonormée directe (−→η ,
−→
Y ,

−→
Z ).
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C.2.3 Force tranchante voilure T

Dans ce paragraphe, nous donnons l’expression de la force tranchante subie par la

voilure le long de l’aile, selon l’axe
−→
Z (verticale descendante de la section RDM). Cette

force est composée de la force tranchante aérodynamique (Equation B.4, p. 191) et de la
force tranchante massique (Equation C.1, p. 206). La force tranchante voilure est, dans les
axes d’étude RDM, donnée par :

T = − (Ta + Tm)

= −1

2
ρSV 2Cz T

+nzce (MW + MF uel) g T

+

{
0 si Y > Ym,

nzce Mm g si Y ≤ Ym.

Avec

T (Y ) =
1

2

(
1 − 2

π
Y
√

1 − Y 2 − 2

π
arcsinY

)
(C.4)

Y =
y

b/2
=

η cosϕe

b/2

Par ailleurs les équations longitudinales de la dynamique du vol permettent de relier la
portance avec le poids apparent de l’avion :

nzce MMTOW g =
1

2
ρSV 2Cz

Ainsi l’effort tranchant voilure se simplifie de la sorte :

T = −T (Y ) nzce g (MMTOW − MW − MF uel) +

{
0 si Y > Ym,

nzce Mm g si Y ≤ Ym.

On voit alors apparâıtre l’expression de la masse de chargement Mch :

Mch = MMTOW − MW − MF uel (C.5)

La masse de chargement Mch est l’ensemble des masses fuselage MF , charge utile MP/L

(Payload), du train . . . C’est l’ensemble des masses supplémentaires que la voilure doit
porter qui n’aide en rien à son délestage. Concrètement la masse de la voilure et la
masse du carburant qu’elle contient, favorise le délestage de la voilure (diminue les efforts
voilure : effort aérodynamique soustrait des efforts massiques voilure et carburant). Par
contre, si l’on considère l’avion complet, les autres masses que la voilure doit porter ne
déchargent pas la voilure, d’où le terme “masse de chargement”.

Remarquons, que l’expression de la masse de chargement est mis en évidence sur l’en-
semble de la voilure, uniquement dans le cadre de notre hypothèse de répartitions mas-
sique et aérodynamique identiques. Ce serait bien moins évident si une autre répartition
de masse était adoptée.

Notons également, qu’historiquement messieurs Stender et Morelli ont été les premiers
à introduire cette notion de masse de chargement dans les modèles statistique de masse
voilure. Ce qui, à l’époque a sensiblement réduit la dispersion des estimations des modèles
statistiques.
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Donc finalement, l’expression de la force tranchante voilure (selon
−→
Z ) est donnée

par :

T (Y ) = − (nzce Mch g) T (Y ) +

{
0 si Y > Ym,

nzce Mm g si Y ≤ Ym.
(C.6)

T (Y ) =
1

2

(
1 − 2

π
Y
√

1 − Y 2 − 2

π
arcsinY

)

L’expression de cet effort tranchant voilure est reprise pour dimensionner l’âme du lon-
geron (Section 4.2, p. 80). La masse de l’âme est liée à l’intégrale de cette expression. Cela
revient à intégrer la forme suivante :

T (Y ) = cte1 T (Y ) + cte2

C.2.4 Moment de flexion voilure Mf

Dans ce paragraphe, nous donnons l’expression du moment de flexion subie par la

voilure le long de l’aile (fonction de η), selon l’axe
−→
Y . Ce moment est composée du

moment de flexion aérodynamique (Equation B.5, p. 192) et du moment de flexion massique
(Equation C.2, p. 206). Ce moment de flexion voilure est, dans les axes d’étude RDM (selon−→
Y ), donnée par :

Mf (Y ) = Mfa + Mfm

=
2

3

1

π

b/2

cosϕe
nzce (MMTOW − MW − MF uel) g Mf (Y )

−
{

0 si Y > Ym,

nzce Mm g (Ym − Y ) b/2
cos ϕe

si Y ≤ Ym.

En introduisant la masse de chargement définie précédemment (Equation C.5, p. 214),

l’expression du moment de flexion voilure selon l’axe RDM
−→
Y est finalement :

Mf (Y ) =

(
2

3

1

π

b/2

cosϕe
nzceMchg

)
Mf (Y ) −

{
0 si Y > Ym,

nzce Mm g (Ym − Y ) b/2
cos ϕe

si Y ≤ Ym.
(C.7)

Mf (Y ) =
(
1 − Y 2

) 3
2 − 3

2
Y
(π

2
− Y

√
1 − Y 2 − arcsinY

)

Cette expression analytique du moment de flexion voilure est utilisé pour dimension-
ner les semelles du longeron (Section 4.1, p. 45).

C.2.5 Moment de torsion voilure Mt

Dans ce paragraphe, nous donnons l’expression du moment de torsion subie par la voi-
lure le long de l’aile, selon l’axe élastique −→η . C’est le moment de torsion que le revêtement
devra supporter. Ce moment est composée du moment de torsion aérodynamique Mta
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(Equation B.6, p. 202) et du moment de torsion massique et propulsif Mtm (Equation C.3,

p. 210).

Mt = Mta + Mtm

En remplaçant dans l’expression du moment de torsion aérodynamique 1
2ρSV 2Cz par

nz MMT OW g, le moment de torsion voilure est, dans les axes d’étude RDM (selon −→η ),
donnée par :

Mt(Y ) =
1

2
ρ S V 2 cos3 ϕe f2

ϕe
Cemp

1

1 + ε
Cmoprofil

(
1

3
(ε − 1)2(1 − Y 3) + (ε − 1)(1 − Y 2) + (1 − Y )

)

− fϕe cosϕe Cemp nz

(
lCtF MMTOW − lCtG (MW + MFuel)

)
g

1

2

(
1 − 2

π

√
1 − Y 2Y − 2

π
arcsinY +

4

3π
(ε − 1)

(
1 − Y 2

) 3
2

)

+

{
0 si Y > Ym,

dM nzce Mmg − dF F si Y ≤ Ym.

+

{
dδl

1
2ρ V 2

a SaileronCzδlδl si Y ≤ Lδl
b/2 ,

0 si Y >
L

δl
b/2 .

Remarque C.2 Le moment de torsion massique peut être négligé devant le moment
de torsion dû à la portance. En effet, non seulement la portance est plus importante
que la masse voilure et carburant (MMTOW > MF uel + MW ), mais la proportion lCtF

est également plus grande que lCtG. Le moment de torsion aérodynamique est donc
prépondérant devant le moment de torsion massique.
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Différentes tentatives de
modélisation de masse voilure
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Modèle 1’.2.1 : structure secondaire imposée et correction Air-
bus/Boeing . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231
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Pour élaborer notre modèle de masse voilure (Section IV, p. 165) qui est exposé dans
le document principal, plusieurs tentatives de modélisation ont été testées. Ce chapitre
en annexe a pour but de répertorier ces différentes tentatives. Il s’agit du choix de
modélisation de la structure secondaire, de la partie de voilure proche de l’emplanture
appelée “triangle d’emplanture” (Table D.4, p. 236), et de la correction Airbus/Boeing.
Pour chaque tentative de modélisation voilure, nous chiffrerons la précision induite sur
les prédictions d’estimation des masses voilure de notre base de données expérimentales
(Section 2, p. 31).

Le modèle qui est finalement retenu pour notre étude est exposé dans le document
principal (Table 7.3, p. 167) et n’apparâıt pas dans ce chapitre.

Les modèles exposés dans ce chapitre en annexe sont les versions que nous avions
élaborées en considérant les contraintes maximales admissibles correspondant à un di-
mensionnement statique à la rupture. Les caractéristiques des matériaux utilisés sont
ceux de l’Aluminium AU4G1 (qui est d’ailleurs utilisé pour l’intrados des voilures Air-
bus) ayant une contrainte maximale de traction de σrupt = 470 MPa (notée Rm par
la norme AFNOR) et de contrainte maximale de cisaillement τrupt = 280 MPa, avec
un coefficient1 de sécurité matériau de αs = 1.64, ce qui fait une contrainte maximale
admissible de σmaxt =

σrupt

αs
= 287 MPa en traction et de τmax =

τrupt

αs
= 171 MPa en

cisaillement. Pour la compression, la contrainte considérée est de la moitié de celle de
traction pour des considérations de flambage σmaxc = −144 MPa.
Entre temps, un travail sur la modélisation de la contrainte maximale admissible a été
entrepris (Appendix J.3, p. 320), et leurs valeurs ont été ajustées pour le modèle final que
nous vous proposons, qui est exposé dans le document principal. Par ailleurs, la masse
MW autre des éléments assurant l’étanchéité carburant, les fixations du train et du mâts,
ont été pris en compte pour le modèle final, alors qu’elle ne l’était pas pour les modèles
exposés dans ce chapitre. Les versions du modèle voilure exposé ici considéraient des
valeurs plus faibles des contraintes maximales admissibles, ce qui a pour conséquence
d’alourdir les masses des semelles et âme, compensant ainsi l’oubli de modélisation de la
masses des autres éléments MW autre.

Pour faciliter la compréhension de l’exposé des résultats des différentes versions de
notre modèle, correspondant aux différents choix de modélisation et recalage de notre
modèle, nous utiliserons les notations suivantes :

Modèle x’.y.z

x : choix du modèle de structure secondaire.

Si x=1, alors la masse de structure secondaire est une proportion (Section 5, p. 131)

de la masse voilure : MW SS = kss MW .

Si x=2, alors le modèle de structure secondaire est celui d’E.Torenbeek (Figure

1.1, p. 23).

Si x=3, alors la masse de structure secondaire est une proportion de la surface
voilure à la puissance n : (Table D.5, p. 236) de la masse voilure : MW SS = kSn.

y : Modélisation du triangle d’emplanture.

Si y=1, alors la masse du triangle d’emplanture est prise en compte.

Si y=2, alors le triangle d’emplanture n’est pas pris en compte : MW I = 0.

1Conformément à la modélisation proposée par A.Guillot [Gui03], et exposé en annexe (Appendix
J, p. 305) : αs = 1.05 ∗ 1.3 ∗ 1.2 = 1.64
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z : Correction Airbus/Boeing.

Si z=1, alors une correction est apportée à la structure primaire selon le type
d’avion.

Si z=2, alors aucune correction n’est faite : les Airbus et Boeing sont indifférenciés.

x’, y’ ou z’ : la valeur des modèles correspondants à x, y ou z est imposée et non
optimisée sur la base de données d’avions de transport civil.

Modèle Erreur Écart Structure Triangle Correction
relative type secondaire d’emplanture Airbus/Boeing

(version) Ermoy% σ kss =
MW SS
MW

kI kBoeing kAirbus

2 2 2 14.7 14.5 - - - -

1 2 2 14.1 9.7 0.374 - - -

1 1 2 13.1 9.2 0.285 4.17 10−4 - -

1’ 1 2 13.1 9.4 0.26 5.18 10−4 - -

1 2 1 10.3 8.8 0.340 - 0.976 1.347

1 1 1 9.9 7.9 0.252 4.79 10−4 0.973 1.268

1’ 1 1 9.9 7.6 0.26 4.48 10−4 0.974 1.253

1’ 2 1 13.1 9.8 0.26 - 1 1.500

1’ 1 1’ 11.2 10.8 0.26 2.37 10−4 1 1.5

1’ 1’ 1’ 10.7 8.1 0.26 2.7 10−4 1 1.23

3 1 1
(Table D.3, p. 235) 8.7 5.9 - 2.16 10−4 1 1.34

3 2 1 5.7 4.5 - - ajustement histo-
rique et culturel

Tab. D.1 – Précisions des différentes versions testées de notre modèle. Le modèle finale-
ment retenu est exposé dans le document principal (Table 7.3, p. 167) et n’apparâıt pas
dans ce tableau.

D.1 Choix du modèle de masse de la structure secon-
daire :

E.Torenbeek (Figure 1.1, p. 23) propose un modèle statistique pour estimer cette
masse de structure secondaire. Associé à notre modèle de masse de structure primaire,
cela donne un modèle de masse voilure qui, confronté aux données expérimentales de
masse voilure d’avions de transport existant, a une précision de : erreur relative moyenne
Er% = 14.7%, écart type σ = 14.5% (Section III, p. 145).

Il existe un autre modèle très simple de masse de structure secondaire qui consiste à
prendre une proportion de la masse voilure.

MW SS = kss MW

Les données expérimentales dont nous disposons, montrent que la masse de la struc-
ture secondaire représente de 20 à 30 % de la masse voilure des avions de transport
civil. Elle a tendance à diminuer (proche des 20%) pour les avions modernes. Ceci est
probablement dû à l’emploi de nouveaux matériaux plus légers. Le thermoplastique sera
par exemple utilisé pour les becs de l’A380. En moyenne (sur les données détaillées dont
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nous disposons), la structure secondaire représente 26% de la masse voilure (8.7% pour
le becs et 17.7% pour les volets).

Si on identifie ce coefficient de proportionnalité kss en utilisant la masse voilure des
avions de notre base de données et la masse de la structure primaire de notre modèle
analytique, nous obtenons une valeur similaire (Table D.1, p. 219).

MW SSModèle = MW Données − MW SPModèle = kss MW Données

Par contre ce type de modélisation de structure secondaire permet de réduire la
dispersion par rapport à celui d’E.Torenbeek : gain de 1% sur l’erreur relative moyenne
et de 4.8% sur l’écart type (Table D.1, p. 219).

Modèle masse de la structure secondaire :

MW SS = 0.26 MW

Variables :
MW : Masse de la voilure kg

MW SS : Masse de la structure secondaire (becs, volets, spoilers, . . . ) kg

Mode d’obtention : Proportion moyenne des données expérimentales dont nous disposons
pour les avions de transport civil. (Est du même ordre de grandeur que les valeurs
identifiée de cette proportion sur notre base de données de masse voilure d’avions de
transport civil (Table D.1, p. 219)).

Domaine de définition : Avions de transport civil.

Tab. D.2 – Modèle de masse de structure secondaire proportionnelle à la masse de
structure primaire. Ce modèle n’est pas retenu pour notre étude.

Il est difficile de modéliser finement la masse de la structure secondaire par la diversité
même des systèmes qui la compose. La dispersion des estimations de nos modèles est
peut-être en partie due à cela.
Entre les versions 2.2.2 et 1.2.2 de notre modèle, la dispersion est nettement améliorée
(l’écart type passe de 14.5 à 9.7%). Entre ces deux versions, seul diffère le modèle de
masse de structure secondaire : le modèle de structure secondaire d’E.Torenbeek (Figure

1.1, p. 23), ou celui proportionnel à la masse voilure totale (Section 5, p. 131). Nous pouvons
en déduire que pour compléter notre modèle de structure primaire, il vaut mieux utiliser
un modèle de structure secondaire statistique (proportion de la masse voilure).

MW SS = kss MW

Une optimisation par les moindres carrés (à l’aide de Matlab) permet d’obtenir la va-
leur optimale de ce coefficient kss qui minimise l’erreur entre les masses voilures réelles
(données expérimentales) et les masse voilure calculées de notre modèle (structure pri-
maire analytique complétée de la structure secondaire dont on identifie kss.).

La proportion de masse de structure secondaire du modèle 1.2.2 est de kss = 0.374
ce qui est plus important que les données expérimentales dont nous disposons (plutôt de
l’ordre de kss = 0.26 (Section 5, p. 131)). La version 1.1.2 est une version incomplète de
notre modèle puisque la masse du triangle d’emplanture n’est pas comptabilisée. Cette
valeur trop grande de kss permet certainement de compenser l’absence du triangle d’em-
planture de cette version de modèle.
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D.2 Une lacune de notre modélisation ?

Le modèle de masse de structure secondaire proportionnelle à la masse voilure étant
adopté, reste à déterminer quelle valeur de proportion kss choisir. Nous pouvons très bien
considérer la valeur moyenne des données expérimentales dont nous disposons : à savoir
kss = 0.26. Dans ce cas (version 1’.1.2), l’optimisation du triangle d’emplanture tent
vers une valeur absurde physiquement : la masse du triangle d’emplanture représente 8%
de la masse voilure, ce qui est intuitivement trop important. L’optimisation numérique
y a mis le poids d’autres éléments qui n’ont rien à voir dans ce que nous cherchions
à modéliser par ce triangle d’emplanture : il faudra donc s’y prendre autrement pour
modéliser correctement le triangle d’emplanture. En somme, quelque chose fait défaut
à notre modélisation pour que l’optimisation “rattrape” ce manque sur le coefficient du
triangle d’emplanture kI.

À ce stade, pourrions-nous penser que la valeur moyenne de structure secondaire de
kss = 26% est trop faible pour l’ensemble des avions civils de notre base de données ? Et
donc en déduire qu’il faille optimiser cette valeur en même temps que le triangle d’em-
planture ? C’est ce qui est fait dans le modèle 1.1.2. La proportion de masse de structure
secondaire est comme prévu un peu plus élevé (28.5%, ce qui reste une valeur tout à fait
plausible). Le triangle d’emplanture est effectivement plus faible mais représente encore
7.4% de la masse voilure.

Nous pouvons profiter du test de cette version pour déduire que l’approche physico-
statistique de la correction du triangle d’emplanture permet bel et bien d’améliorer le
modèle de masse voilure (entre la version 1.2.2 et 1.1.2 l’erreur relative moyenne passe de
14.1% à 13.1%). L’expression analytique que nous avons choisie pour le triangle d’emplan-
ture, fonction des paramètres de conception voilure, permet concrètement d’améliorer le
modèle : ce n’est pas seulement un manque d’une proportion de masse voilure non comp-
tabilisée comme aurait pu le suggérer la version 1.2.2.

Si ce n’est pas la manière dont nous modélisons le triangle d’emplanture (structure
analytique), alors à quoi est due la dispersion restante ? Comme nous l’avons dit plus
haut, la dispersion est peut-être en partie due à la structure secondaire, mais aussi
également au fait que l’on ne connaisse pas forcément tous les paramètres d’entrée du
modèle et qu’à défaut, des valeurs moyennes ont été considérées (ex. d̃, h, Xemp . . . ).
Une meilleure connaissance de ces données pourrait augmenter la précision du modèle.
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D.3 La correction Airbus/Boeing :

Nous n’avons pas observé de corrélation évidente en traçant les erreurs relatives du
modèle en fonction des paramètres avions (masse, surface, effilement, emplacement at-
tache du train, nombre de moteurs, . . . ), si ce n’est que les Airbus et quelques autres
avions (Fokker, Falcon et Hawker Siddeley) ont tendance à être sous-estimés (erreur re-
lative positive) et au contraire les Boeing sont sur-estimés (erreur relative négative). Ceci
va dans le sens des remarques que nous avions faites à ce sujet (Table 7.1, p. 158). Nous
proposons donc de faire une correction Airbus/Boeing pour améliorer notre modèle et
l’adapter aux différents choix de conception des constructeurs. Comme ces considérations
portent essentiellement sur le caisson travaillant (partie conçue pour reprendre les efforts
voilure selon la répartition de portance choisie), nous proposons la correction suivante :
pondérer la masse de structure primaire MW SP par un coefficient kAirbus/Boeing dont la
valeur diffère si c’est un Airbus ou un Boeing.

MW = kAirbus/Boeing MW SP + MW SS

Si c’est un Boeing, le coefficient vaudra kAirbus/Boeing = kBoeing. Et si c’est un Airbus
A3 ? ? (excepté les A330 et A340 qui sont récents), un Fokker, Falcon ou un Hawker
Siddeley, ce coefficient vaudra : kAirbus/Boeing = kAirbus.

Cette correction permet d’améliorer considérablement le modèle puisque entre les
versions 1.2.2 et 1.2.1 l’erreur relative moyenne passe de 14.1 à 10.3%.

La structure secondaire de la version 1.2.1 est toujours assez importante car le triangle
d’emplanture n’est pas pris en compte. Si on se tenait à l’optimisation de cette version,
la correction Airbus/Boeing est de 36%, ce qui veut dire que la structure primaire d’un
Airbus est 1.36 fois plus lourde que celle d’un Boeing.

La version 1.1.1 optimise en même temps, la proportion de masse structure secondaire
kss, le triangle d’emplanture kI, et la correction Airbus/Boeing kAirbus/Boeing . C’est bien
entendu la version qui a la meilleure précision (erreur relative de 9.9%), mais cette version
conserve-t-elle le sens physique de notre modèle ? La masse du triangle d’emplanture
est encore trop importante et par contre la structure secondaire est plus faible que la
moyenne des données expérimentales dont nous disposons (25% < 26%). En imposant
une structure secondaire de 26%, la proportion du triangle d’emplanture deviendrait-elle
raisonnable ? C’est ce qui est testé dans la version 1’.1.1 où le triangle d’emplanture
représente dans ce cas 7.5% de la masse voilure. L’erreur relative est du même ordre
(9.9%) et l’écart type est même meilleur (ce n’est pas l’écart type que nous minimisons
par l’optimisation par les moindres carrés mais l’erreur relative moyenne).

Peut-être devrions-nous optimiser le triangle d’emplanture après avoir déterminé la
correction Airbus/Boeing ? C’est la démarche faite avec les version 1’.2.1 puis 1’.1.1’
qui aboutit à une valeur du triangle d’emplanture bien plus raisonnable (4.9% de la
masse voilure). La correction Airbus/Boeing est dans ce cas de 50% ce qui n’est pas sans
rappeler les prédictions du modèle de F.Leclerc qui était précis à 5% près sur les Airbus
mais à 53.7% sur l’ensemble des avions de transport civil. Cela dit, c’est une correction
assez importante !

En imposant une correction Airbus/Boeing de 23% ce qui était l’ordre de grandeur
observé sur les données expérimentales (Table 7.1, p. 158), et une structure secondaire de
26% de la masse voilure (moyenne de nos données expérimentales), nous obtenons un
modèle 1’.1’.1’ qui a une précision de 10.7%, et dont le sens physique est conservé (la
proportion de triangle d’emplanture est raisonnable : 5% de la masse voilure). Ce serait le
modèle le mieux conseillé pour ce type de modélisation de masse de structure secondaire
proportionnelle à la masse de structure primaire.
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La reprise de ces travaux de modélisation de masse voilure pour l’étude de l’effet
de taille sur les avions, a mis en évidence la faiblesse d’une telle modélisation de la
structure secondaire. Effectivement, les données expérimentales montrent qu’en moyenne
la masse de structure secondaire représente 26% de la masse voilure mais la dispersion est
importante : cela va de 20 à 30% de la masse voilure. C’est ainsi que nous avons tenté une
autre modélisation de la masse de structure secondaire qui est sous forme proportionnelle
à la puissance de la surface voilure MW SS = K Sn. En adaptant les coefficients K et n, à
notre base de données expérimentales, ce type de modélisation de la structure secondaire
s’est avéré beaucoup plus fructueux. La précision du modèle voilure ainsi obtenu est bien
meilleure (8.7%) et la part de la masse du triangle d’emplanture reste physiquement
plausible (inférieure à 5% de la masse voilure), ainsi que la correction Airbus/Boeing.
C’est finalement ce dernier modèle que nous vous recommandons (Section IV, p. 165).

D.4 Tableaux des résultats

Pour l’ensemble des avions de transport civil, les estimations des différents modèles
sont :

Modèle Erreur relative Écart Type Nombre d’avions civils
moyenne Er% σ utilisables pour le calcul

(version 1’.1’.1’) 10.7 8.1 37
Ancien modèle (Table D.3, p. 235) 8.7 5.9 37
F.Leclerc 51.8 42.8 37
W.Dupont 12.2 9 37
W.Dupont Complet 18.5 11.6 37
General Dynamics 42.4 10.7 33
I.Kroo 11.8 8.4 23
J.Martin 19.9 16.3 28
Stender-Morelli 13.5 10.1 37
E.Torenbeek 12.1 9.5 19
ONERA Court Courrier 14.9 17.5 19
ONERA Moyen Courrier 12.7 9 19
ONERA Long Courrier 15.7 7.9 19
ONERA Gros Porteur 14 9.4 19
J.Raška 21.1 11 37

Ces précisions données en annexe, ont été calculées à partir de notre base de données
avions dont nous disposions à l’époque de l’élaboration de notre ancien modèle, à savoir 37
avions civils. Depuis, la base de données avion a été complétée à 49 avions civils et notre
modèle voilure a été amélioré. C’est ce que vous trouverez dans le document principal. Il
est donc normal que vous ne retrouviez pas les mêmes précisions des modèles existants
dans les annexes et dans le document principal car ces précisions n’ont pas été calculées
à partir de la même base de données.

Les pages qui suivent présentent les tableaux des résultats des différentes versions
envisagées de notre modèle de masse voilure.
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Modèle 2.2.2 : structure secondaire d’E.Torenbeek, sans corrections

Erreur relative moyenne : 14.7%

Écart type : 14.5%

Structure secondaire : modèle d’E.Torenbeek

Triangle d’emplanture : non

Correction Airbus/Boeing : non

Nom Données Notre modèle version 2.2.2
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 433 + 24 + 220 + 57 + 0 + 724 = 1458 -21.8
ATR-42-200 1568 704 + 35 + 248 + 49 + 0 + 1521 = 2557 -63
FOKKER-27 2004 676 + 40 + 432 + 97 + 0 + 1116 = 2362 -17.9
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 0 + 1341 = 3950 7.7
B 737-100 4521 2070 + 123 + 496 + 143 + 0 + 1532 = 4364 3.5
B 737-200 5038 1883 + 114 + 498 + 145 + 0 + 1512 = 4152 17.6
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 0 + 2298 = 9129 -38.5
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 0 + 1427 = 4936 4.8
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 0 + 1916 = 5411 2.5
MERCURE IT 6401 3650 + 182 + 517 + 139 + 0 + 1858 = 6346 0.9
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 0 + 2720 = 7172 10.9
DC 8-20 14636 5975 + 270 + 1188 + 481 + 0 + 4684 = 12599 13.9
DC 8-63 17259 10648 + 490 + 1214 + 460 + 0 + 5303 = 18115 -5
L-1011 TRIST 21433 10614 + 788 + 1903 + 878 + 0 + 7355 = 21537 -0.5
DC 10-10 22328 12034 + 774 + 1686 + 849 + 0 + 7680 = 23023 -3.1
DC 10-30 26634 15636 + 956 + 1789 + 883 + 0 + 8205 = 27469 -3.1
B 747-100 40450 23143 + 1569 + 2846 + 1921 + 0 + 11743 = 41223 -1.9

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 331 = 664 -48.9
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 0 + 592 = 922 -47
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 0 + 318 = 772 9
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 0 + 531 = 930 -14.1
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 0 + 449 = 827 14.5
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 0 + 581 = 1238 17.2
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 0 + 636 = 1531 18.6
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 0 + 699 = 1756 7.7
VFW-614-G6 2298 690 + 46 + 263 + 69 + 0 + 925 = 1993 13.3
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 0 + 1135 = 2577 20.3
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 0 + 2444 = 7357 -1.4
A320-100 8622 2883 + 233 + 675 + 270 + 0 + 4288 = 8349 3.2
A310-200 18496 6491 + 431 + 1024 + 538 + 0 + 4098 = 12581 32
B 707-328 13018 6028 + 288 + 1435 + 534 + 0 + 4781 = 13066 -0.4
A310-300 18660 6216 + 432 + 1095 + 565 + 0 + 4166 = 12474 33.2
A300 B4 21299 9511 + 514 + 1215 + 522 + 0 + 5061 = 16824 21
A300-600 20871 11475 + 666 + 1223 + 555 + 0 + 5002 = 18921 9.3
CONCORDE 15488 6641 + 316 + 2790 + 1641 + 0 + 7019 = 18406 -18.8
A330-300 34900 19622 + 837 + 1581 + 730 + 0 + 15577 = 38348 -9.9
A340-300 35500 21770 + 893 + 1581 + 730 + 0 + 16252 = 41226 -16.1

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + 1102 = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1959 + 104 + 619 + 187 + 0 + 1789 = 4659 -9.2
TRANSALL 5606 3053 + 169 + 700 + 262 + 0 + 2409 = 6593 -17.6
TRANSALLC160 6045 2684 + 165 + 786 + 295 + 0 + 2441 = 6371 -5.4
BOEING C-135 10859 6243 + 367 + 1190 + 436 + 0 + 4160 = 12397 -14.2
C-141 17019 8770 + 443 + 1637 + 677 + 0 + 5836 = 17364 -2
B 52 H 20697 11959 + 529 + 1632 + 737 + 0 + 8321 = 23178 -12
C-5A GALAXY 36388 24398 + 1278 + 3781 + 1628 + 0 + 14243 = 45328 -24.6

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 0 + 226 = 641 -43.3
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 0 + 966 = 4210 -312.7
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 0 + 1161 = 2331 -101.6
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 0 + 1157 = 2144 -86.3
BUCCANEER 2B 2708 1349 + 64 + 252 + 30 + 0 + 692 = 2388 11.8
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 0 + 416 = 2394 -20
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 0 + 1224 = 2799 -11.5
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 0 + 2108 = 4664 -82.2

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 0 + 685 = 2636 -33.1

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 0 + 415 = 954 21.7
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 0 + 245 = 2301 -435.1
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 0 + 499 = 1355 -25.7
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 0 + 262 = 782 -38.6
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 0 + 503 = 1599 -39.6
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 0 + 706 = 1682 -53.5
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 0 + 340 = 1251 -40.4
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 0 + 556 = 2151 4.2
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 0 + 1161 = 2326 -101.2
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 0 + 390 = 2104 -161.4
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 0 + 1376 = 3679 -161.7

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 0 + 785 = 1621 -20.2
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 0 + 615 = 2202 -10.4
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 0 + 506 = 2403 -56.7

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 219 = 425 -65.5
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 0 + 211 = 489 -18
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 0 + 215 = 592 -6.9
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 0 + 226 = 627 -39.4
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 0 + 385 = 1171 -31.3
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Modèle 1.2.2 : structure secondaire statistique, sans corrections

Erreur relative moyenne : 14.1%

Écart type : 9.7%

Structure secondaire : statistique (valeur optimisée)

Triangle d’emplanture : non

Correction Airbus/Boeing : non

Nom Données Notre modèle version 1.2.2
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 433 + 24 + 220 + 57 + 0 + 438 = 1172 2.1
ATR-42-200 1568 704 + 35 + 248 + 49 + 0 + 617 = 1653 -5.4
FOKKER-27 2004 676 + 40 + 432 + 97 + 0 + 743 = 1989 0.8
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 0 + 1556 = 4165 2.7
B 737-100 4521 2070 + 123 + 496 + 143 + 0 + 1689 = 4521 0
B 737-200 5038 1883 + 114 + 498 + 145 + 0 + 1575 = 4215 16.3
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 0 + 4074 = 10905 -65.4
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 0 + 2093 = 5602 -8
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 0 + 2084 = 5579 -0.5
MERCURE IT 6401 3650 + 182 + 517 + 139 + 0 + 2676 = 7164 -11.9
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 0 + 2654 = 7105 11.7
DC 8-20 14636 5975 + 270 + 1188 + 481 + 0 + 4720 = 12635 13.7
DC 8-63 17259 10648 + 490 + 1214 + 460 + 0 + 7640 = 20453 -18.5
L-1011 TRIST 21433 10614 + 788 + 1903 + 878 + 0 + 8457 = 22639 -5.6
DC 10-10 22328 12034 + 774 + 1686 + 849 + 0 + 9149 = 24492 -9.7
DC 10-30 26634 15636 + 956 + 1789 + 883 + 0 + 11488 = 30752 -15.5
B 747-100 40450 23143 + 1569 + 2846 + 1921 + 0 + 17580 = 47060 -16.3

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 199 = 532 -19.3
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 0 + 197 = 527 15.9
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 0 + 271 = 725 14.5
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 0 + 238 = 638 21.7
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 0 + 225 = 603 37.7
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 0 + 392 = 1050 29.8
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 0 + 534 = 1430 24
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 0 + 630 = 1687 11.3
VFW-614-G6 2298 690 + 46 + 263 + 69 + 0 + 637 = 1704 25.8
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 0 + 860 = 2303 28.8
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 0 + 2930 = 7843 -8.1
A320-100 8622 2883 + 233 + 675 + 270 + 0 + 2421 = 6482 24.8
A310-200 18496 6491 + 431 + 1024 + 538 + 0 + 5059 = 13543 26.8
B 707-328 13018 6028 + 288 + 1435 + 534 + 0 + 4941 = 13226 -1.6
A310-300 18660 6216 + 432 + 1095 + 565 + 0 + 4954 = 13263 28.9
A300 B4 21299 9511 + 514 + 1215 + 522 + 0 + 7014 = 18777 11.8
A300-600 20871 11475 + 666 + 1223 + 555 + 0 + 8300 = 22220 -6.5
CONCORDE 15488 6641 + 316 + 2790 + 1641 + 0 + 6790 = 18177 -17.4
A330-300 34900 19622 + 837 + 1581 + 730 + 0 + 13579 = 36350 -4.2
A340-300 35500 21770 + 893 + 1581 + 730 + 0 + 14893 = 39867 -12.3

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + NaN = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1959 + 104 + 619 + 187 + 0 + 1711 = 4580 -7.4
TRANSALL 5606 3053 + 169 + 700 + 262 + 0 + 2495 = 6678 -19.1
TRANSALLC160 6045 2684 + 165 + 786 + 295 + 0 + 2344 = 6274 -3.8
BOEING C-135 10859 6243 + 367 + 1190 + 436 + 0 + 4912 = 13149 -21.1
C-141 17019 8770 + 443 + 1637 + 677 + 0 + 6874 = 18402 -8.1
B 52 H 20697 11959 + 529 + 1632 + 737 + 0 + 8859 = 23716 -14.6
C-5A GALAXY 36388 24398 + 1278 + 3781 + 1628 + 0 + 18537 = 49622 -36.4

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 0 + 247 = 662 -48.2
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 0 + 1934 = 5177 -407.6
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 0 + 698 = 1867 -61.5
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 0 + 589 = 1576 -36.9
BUCCANEER 2B 2708 1349 + 64 + 252 + 30 + 0 + 1011 = 2707 0.1
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 0 + 1180 = 3158 -58.4
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 0 + 939 = 2515 -0.1
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 0 + 1525 = 4081 -59.4

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 0 + 1163 = 3114 -57.3

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 0 + 321 = 860 29.4
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 0 + 1226 = 3282 -663.2
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 0 + 510 = 1365 -26.6
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 0 + 310 = 830 -47.1
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 0 + 653 = 1749 -52.8
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 0 + 582 = 1558 -42.2
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 0 + 543 = 1453 -63.1
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 0 + 951 = 2545 -13.4
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 0 + 695 = 1860 -60.9
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 0 + 1023 = 2737 -240
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 0 + 1373 = 3677 -161.5

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 0 + 498 = 1334 1.1
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 0 + 946 = 2533 -27
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 0 + 1131 = 3029 -97.6

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 123 = 329 -27.9
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 0 + 165 = 443 -7
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 0 + 225 = 603 -8.8
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 0 + 240 = 642 -42.6
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 0 + 469 = 1255 -40.7
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Modèle 1.1.2 : structure secondaire statistique, triangle d’emplanture

Erreur relative moyenne : 13.1%

Écart type : 9.2%

Structure secondaire : statistique

Triangle d’emplanture : oui

Correction Airbus/Boeing : non

Nom Données Notre modèle version 1.1.2
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 433 + 24 + 220 + 57 + 0 + 293 = 1028 14.1
ATR-42-200 1568 704 + 35 + 248 + 49 + 0 + 413 = 1449 7.6
FOKKER-27 2004 676 + 40 + 432 + 97 + 8 + 500 = 1754 12.5
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 449 + 1221 = 4279 0
B 737-100 4521 2070 + 123 + 496 + 143 + 540 + 1347 = 4719 -4.4
B 737-200 5038 1883 + 114 + 498 + 145 + 466 + 1240 = 4347 13.7
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 893 + 3084 = 10808 -64
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 562 + 1626 = 5697 -9.8
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 569 + 1623 = 5687 -2.5
MERCURE IT 6401 3650 + 182 + 517 + 139 + 735 + 2085 = 7308 -14.2
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 751 + 2077 = 7279 9.6
DC 8-20 14636 5975 + 270 + 1188 + 481 + 687 + 3435 = 12037 17.8
DC 8-63 17259 10648 + 490 + 1214 + 460 + 1449 + 5695 = 19956 -15.6
L-1011 TRIST 21433 10614 + 788 + 1903 + 878 + 2019 + 6469 = 22671 -5.8
DC 10-10 22328 12034 + 774 + 1686 + 849 + 1654 + 6787 = 23784 -6.5
DC 10-30 26634 15636 + 956 + 1789 + 883 + 2036 + 8505 = 29806 -11.9
B 747-100 40450 23143 + 1569 + 2846 + 1921 + 3875 + 13319 = 46674 -15.4

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 133 = 467 -4.6
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 62 + 157 = 549 12.5
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 152 + 242 = 848 0
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 54 + 181 = 635 22.1
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 72 + 180 = 629 34.9
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 165 + 329 = 1151 23
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 200 + 438 = 1533 18.5
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 225 + 512 = 1794 5.7
VFW-614-G6 2298 690 + 46 + 263 + 69 + 151 + 487 = 1705 25.8
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 220 + 664 = 2326 28
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 804 + 2283 = 8000 -10.2
A320-100 8622 2883 + 233 + 675 + 270 + 677 + 1892 = 6629 23.1
A310-200 18496 6491 + 431 + 1024 + 538 + 1015 + 3793 = 13291 28.1
B 707-328 13018 6028 + 288 + 1435 + 534 + 1012 + 3713 = 13010 0.1
A310-300 18660 6216 + 432 + 1095 + 565 + 1077 + 3748 = 13133 29.6
A300 B4 21299 9511 + 514 + 1215 + 522 + 1046 + 5115 = 17923 15.8
A300-600 20871 11475 + 666 + 1223 + 555 + 1554 + 6179 = 21652 -3.7
CONCORDE 15488 6641 + 316 + 2790 + 1641 + 547 + 4765 = 16700 -7.8
A330-300 34900 19622 + 837 + 1581 + 730 + 2389 + 10047 = 35207 -0.9
A340-300 35500 21770 + 893 + 1581 + 730 + 2644 + 11028 = 38646 -8.9

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + NaN = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1959 + 104 + 619 + 187 + 63 + 1171 = 4103 3.8
TRANSALL 5606 3053 + 169 + 700 + 262 + 0 + 1671 = 5854 -4.4
TRANSALLC160 6045 2684 + 165 + 786 + 295 + 4 + 1571 = 5505 8.9
BOEING C-135 10859 6243 + 367 + 1190 + 436 + 1382 + 3841 = 13459 -23.9
C-141 17019 8770 + 443 + 1637 + 677 + 1002 + 5003 = 17533 -3
B 52 H 20697 11959 + 529 + 1632 + 737 + 1860 + 6675 = 23391 -13
C-5A GALAXY 36388 24398 + 1278 + 3781 + 1628 + 2371 + 13359 = 46815 -28.7

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 208 + 249 = 872 -95
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 1434 + 1868 = 6546 -541.7
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 388 + 622 = 2180 -88.6
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 311 + 518 = 1816 -57.8
BUCCANEER 2B 2708 1349 + 64 + 252 + 30 + 518 + 884 = 3098 -14.4
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 898 + 1148 = 4024 -101.8
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 251 + 729 = 2556 -1.8
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 588 + 1256 = 4400 -71.9

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 533 + 992 = 3475 -75.5

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 194 + 293 = 1026 15.9
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 738 + 1116 = 3910 -809.3
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 214 + 427 = 1496 -38.8
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 274 + 317 = 1111 -96.9
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 214 + 523 = 1832 -60
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 290 + 506 = 1772 -61.7
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 324 + 493 = 1728 -93.9
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 489 + 832 = 2915 -29.8
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 386 + 620 = 2171 -87.8
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 412 + 849 = 2976 -269.7
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 502 + 1120 = 3926 -179.2

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 299 + 453 = 1587 -17.8
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 498 + 832 = 2917 -46.2
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 246 + 856 = 2999 -95.6

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 82 = 288 -12.1
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 123 + 160 = 560 -35.4
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 146 + 209 = 732 -32.2
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 200 + 240 = 842 -87.1
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 276 + 424 = 1486 -66.6
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D.4 Tableaux des résultats SupAéro-Onéra

Modèle 1’.1.2 : structure secondaire imposée et triangle d’emplanture

Erreur relative moyenne : 13.1%

Écart type : 9.4%

Structure secondaire : statistique (valeur imposée à 26% de la masse voilure)

Triangle d’emplanture : oui

Correction Airbus/Boeing : non

Nom Données Notre modèle version 1’.1.2
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 433 + 24 + 220 + 57 + 0 + 258 = 992 17.1
ATR-42-200 1568 704 + 35 + 248 + 49 + 0 + 364 = 1399 10.8
FOKKER-27 2004 676 + 40 + 432 + 97 + 9 + 441 = 1696 15.4
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 558 + 1113 = 4279 0
B 737-100 4521 2070 + 123 + 496 + 143 + 670 + 1231 = 4733 -4.7
B 737-200 5038 1883 + 114 + 498 + 145 + 578 + 1131 = 4350 13.7
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 1108 + 2790 = 10729 -62.8
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 698 + 1478 = 5685 -9.6
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 707 + 1476 = 5678 -2.3
MERCURE IT 6401 3650 + 182 + 517 + 139 + 912 + 1897 = 7297 -14
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 932 + 1891 = 7275 9.6
DC 8-20 14636 5975 + 270 + 1188 + 481 + 853 + 3081 = 11849 19
DC 8-63 17259 10648 + 490 + 1214 + 460 + 1799 + 5134 = 19745 -14.4
L-1011 TRIST 21433 10614 + 788 + 1903 + 878 + 2507 + 5864 = 22553 -5.2
DC 10-10 22328 12034 + 774 + 1686 + 849 + 2054 + 6112 = 23509 -5.3
DC 10-30 26634 15636 + 956 + 1789 + 883 + 2529 + 7657 = 29450 -10.6
B 747-100 40450 23143 + 1569 + 2846 + 1921 + 4811 + 12048 = 46339 -14.6

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 117 = 451 -1
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 77 + 143 = 550 12.2
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 188 + 226 = 868 -2.4
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 67 + 164 = 631 22.5
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 89 + 164 = 631 34.7
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 205 + 303 = 1166 22
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 249 + 402 = 1546 17.8
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 279 + 469 = 1805 5.1
VFW-614-G6 2298 690 + 46 + 263 + 69 + 187 + 441 = 1696 26.2
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 273 + 603 = 2318 28.3
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 999 + 2077 = 7989 -10.1
A320-100 8622 2883 + 233 + 675 + 270 + 841 + 1722 = 6623 23.2
A310-200 18496 6491 + 431 + 1024 + 538 + 1260 + 3423 = 13167 28.8
B 707-328 13018 6028 + 288 + 1435 + 534 + 1257 + 3353 = 12895 0.9
A310-300 18660 6216 + 432 + 1095 + 565 + 1337 + 3389 = 13034 30.1
A300 B4 21299 9511 + 514 + 1215 + 522 + 1298 + 4589 = 17650 17.1
A300-600 20871 11475 + 666 + 1223 + 555 + 1929 + 5568 = 21417 -2.6
CONCORDE 15488 6641 + 316 + 2790 + 1641 + 680 + 4240 = 16306 -5.3
A330-300 34900 19622 + 837 + 1581 + 730 + 2966 + 9043 = 34780 0.3
A340-300 35500 21770 + 893 + 1581 + 730 + 3283 + 9928 = 38185 -7.6

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + NaN = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1959 + 104 + 619 + 187 + 78 + 1035 = 3983 6.6
TRANSALL 5606 3053 + 169 + 700 + 262 + 0 + 1470 = 5654 -0.8
TRANSALLC160 6045 2684 + 165 + 786 + 295 + 5 + 1383 = 5317 12
BOEING C-135 10859 6243 + 367 + 1190 + 436 + 1715 + 3497 = 13449 -23.9
C-141 17019 8770 + 443 + 1637 + 677 + 1244 + 4487 = 17259 -1.4
B 52 H 20697 11959 + 529 + 1632 + 737 + 2309 + 6031 = 23197 -12.1
C-5A GALAXY 36388 24398 + 1278 + 3781 + 1628 + 2944 + 11956 = 45985 -26.4

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 258 + 236 = 910 -103.5
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 1781 + 1765 = 6790 -565.6
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 482 + 580 = 2232 -93.1
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 386 + 482 = 1856 -61.2
BUCCANEER 2B 2708 1349 + 64 + 252 + 30 + 644 + 822 = 3161 -16.7
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 1115 + 1087 = 4179 -109.6
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 312 + 663 = 2551 -1.6
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 730 + 1155 = 4442 -73.5

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 662 + 918 = 3530 -78.3

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 241 + 274 = 1054 13.6
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 917 + 1044 = 4017 -834.2
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 266 + 394 = 1515 -40.6
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 340 + 302 = 1162 -106
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 265 + 478 = 1839 -60.6
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 361 + 470 = 1807 -64.8
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 403 + 461 = 1774 -99.2
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 607 + 773 = 2975 -32.5
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 480 + 578 = 2223 -92.3
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 511 + 782 = 3008 -273.7
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 623 + 1028 = 3955 -181.3

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 371 + 424 = 1631 -21
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 618 + 775 = 2979 -49.3
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 305 + 774 = 2976 -94.1

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 72 = 278 -8.3
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 153 + 151 = 581 -40.4
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 181 + 196 = 755 -36.2
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 248 + 228 = 878 -95.2
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 342 + 396 = 1525 -71
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SupAéro-Onéra Chapitre D - Différentes tentatives de modélisation de masse voilure

Modèle 1.2.1 : structure secondaire statistique, et correction Airbus/Boeing

Erreur relative moyenne : 10.3%

Écart type : 8.8%

Structure secondaire : statistique (valeur optimisée)

Triangle d’emplanture : non

Correction Airbus/Boeing : oui (valeur optimisée)

Nom Données Notre modèle version 1.2.1
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 433 + 24 + 220 + 57 + 0 + 378 = 1112 7.1
ATR-42-200 1568 704 + 35 + 248 + 49 + 0 + 532 = 1568 0
FOKKER-27 2004 676 + 40 + 432 + 97 + 0 + 863 = 2540 -26.8
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 0 + 1309 = 3856 9.9
B 737-100 4521 2070 + 123 + 496 + 143 + 0 + 1421 = 4185 7.4
B 737-200 5038 1883 + 114 + 498 + 145 + 0 + 1325 = 3903 22.5
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 0 + 3512 = 10344 -56.9
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 0 + 1761 = 5186 0
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 0 + 1797 = 5292 4.7
MERCURE IT 6401 3650 + 182 + 517 + 139 + 0 + 2308 = 6796 -6.2
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 0 + 2234 = 6578 18.3
DC 8-20 14636 5975 + 270 + 1188 + 481 + 0 + 3972 = 11697 20.1
DC 8-63 17259 10648 + 490 + 1214 + 460 + 0 + 6430 = 18935 -9.7
L-1011 TRIST 21433 10614 + 788 + 1903 + 878 + 0 + 7292 = 21474 -0.2
DC 10-10 22328 12034 + 774 + 1686 + 849 + 0 + 7700 = 22674 -1.6
DC 10-30 26634 15636 + 956 + 1789 + 883 + 0 + 9667 = 28469 -6.9
B 747-100 40450 23143 + 1569 + 2846 + 1921 + 0 + 14794 = 43567 -7.7

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 171 = 505 -13.2
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 0 + 170 = 500 20.2
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 0 + 315 = 927 -9.3
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 0 + 277 = 815 0
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 0 + 262 = 770 20.4
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 0 + 455 = 1341 10.3
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 0 + 620 = 1826 2.9
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 0 + 732 = 2156 -13.3
VFW-614-G6 2298 690 + 46 + 263 + 69 + 0 + 549 = 1617 29.7
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 0 + 999 = 2942 9
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 0 + 2526 = 7439 -2.5
A320-100 8622 2883 + 233 + 675 + 270 + 0 + 2812 = 8280 4
A310-200 18496 6491 + 431 + 1024 + 538 + 0 + 5875 = 17301 6.5
B 707-328 13018 6028 + 288 + 1435 + 534 + 0 + 4158 = 12244 5.9
A310-300 18660 6216 + 432 + 1095 + 565 + 0 + 5753 = 16943 9.2
A300 B4 21299 9511 + 514 + 1215 + 522 + 0 + 8146 = 23988 -12.6
A300-600 20871 11475 + 666 + 1223 + 555 + 0 + 9639 = 28385 -36
CONCORDE 15488 6641 + 316 + 2790 + 1641 + 0 + 5855 = 17242 -11.3
A330-300 34900 19622 + 837 + 1581 + 730 + 0 + 11708 = 34479 1.2
A340-300 35500 21770 + 893 + 1581 + 730 + 0 + 12841 = 37815 -6.5

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + NaN = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1959 + 104 + 619 + 187 + 0 + 1475 = 4345 -1.8
TRANSALL 5606 3053 + 169 + 700 + 262 + 0 + 2151 = 6335 -13
TRANSALLC160 6045 2684 + 165 + 786 + 295 + 0 + 2021 = 5951 1.6
BOEING C-135 10859 6243 + 367 + 1190 + 436 + 0 + 4235 = 12472 -14.9
C-141 17019 8770 + 443 + 1637 + 677 + 0 + 5927 = 17455 -2.6
B 52 H 20697 11959 + 529 + 1632 + 737 + 0 + 7639 = 22496 -8.7
C-5A GALAXY 36388 24398 + 1278 + 3781 + 1628 + 0 + 15983 = 47069 -29.4

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 0 + 213 = 628 -40.6
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 0 + 1668 = 4911 -381.5
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 0 + 601 = 1771 -53.2
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 0 + 508 = 1495 -29.8
BUCCANEER 2B 2708 1349 + 64 + 252 + 30 + 0 + 872 = 2567 5.2
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 0 + 1017 = 2995 -50.2
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 0 + 810 = 2385 5
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 0 + 1315 = 3871 -51.2

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 0 + 1003 = 2953 -49.2

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 0 + 373 = 1099 9.8
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 0 + 1057 = 3113 -624
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 0 + 440 = 1295 -20.1
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 0 + 360 = 1060 -88
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 0 + 563 = 1659 -44.9
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 0 + 502 = 1478 -34.9
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 0 + 468 = 1379 -54.7
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 0 + 820 = 2414 -7.5
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 0 + 599 = 1764 -52.6
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 0 + 1187 = 3497 -334.4
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 0 + 1184 = 3488 -148

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 0 + 430 = 1265 6.1
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 0 + 816 = 2403 -20.4
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 0 + 1314 = 3869 -152.4

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 106 = 312 -21.3
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 0 + 143 = 420 -1.5
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 0 + 261 = 770 -38.9
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 0 + 207 = 609 -35.2
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 0 + 404 = 1191 -33.5
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D.4 Tableaux des résultats SupAéro-Onéra

Modèle 1.1.1 : structure secondaire statistique, triangle d’emplanture et cor-
rection Airbus/Boeing

Erreur relative moyenne : 9.9%

Écart type : 7.9%

Structure secondaire : statistique (valeur optimisée)

Triangle d’emplanture : oui

Correction Airbus/Boeing : oui (valeur optimisée)

Nom Données Notre modèle version 1.1.1
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 433 + 24 + 220 + 57 + 0 + 248 = 982 17.9
ATR-42-200 1568 704 + 35 + 248 + 49 + 0 + 350 = 1385 11.7
FOKKER-27 2004 676 + 40 + 432 + 97 + 9 + 537 = 2127 -6.1
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 516 + 1027 = 4068 4.9
B 737-100 4521 2070 + 123 + 496 + 143 + 620 + 1135 = 4495 0.6
B 737-200 5038 1883 + 114 + 498 + 145 + 535 + 1044 = 4134 17.9
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 1025 + 2654 = 10510 -59.4
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 645 + 1366 = 5409 -4.3
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 654 + 1401 = 5550 0
MERCURE IT 6401 3650 + 182 + 517 + 139 + 844 + 1801 = 7132 -11.4
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 862 + 1747 = 6917 14.1
DC 8-20 14636 5975 + 270 + 1188 + 481 + 789 + 2861 = 11332 22.6
DC 8-63 17259 10648 + 490 + 1214 + 460 + 1664 + 4758 = 18847 -9.2
L-1011 TRIST 21433 10614 + 788 + 1903 + 878 + 2319 + 5573 = 22075 -3
DC 10-10 22328 12034 + 774 + 1686 + 849 + 1900 + 5668 = 22448 -0.5
DC 10-30 26634 15636 + 956 + 1789 + 883 + 2339 + 7101 = 28125 -5.6
B 747-100 40450 23143 + 1569 + 2846 + 1921 + 4450 + 11153 = 44174 -9.2

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 113 = 446 0
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 71 + 136 = 537 14.3
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 174 + 269 = 1066 -25.7
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 62 + 198 = 784 3.9
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 83 + 197 = 781 19.3
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 190 + 363 = 1437 3.9
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 230 + 482 = 1909 -1.5
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 258 + 563 = 2230 -17.3
VFW-614-G6 2298 690 + 46 + 263 + 69 + 173 + 419 = 1660 27.8
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 252 + 726 = 2874 11.1
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 924 + 1971 = 7808 -7.6
A320-100 8622 2883 + 233 + 675 + 270 + 778 + 2071 = 8204 4.8
A310-200 18496 6491 + 431 + 1024 + 538 + 1165 + 4131 = 16364 11.5
B 707-328 13018 6028 + 288 + 1435 + 534 + 1163 + 3106 = 12300 5.5
A310-300 18660 6216 + 432 + 1095 + 565 + 1237 + 4087 = 16187 13.3
A300 B4 21299 9511 + 514 + 1215 + 522 + 1201 + 5551 = 21985 -3.2
A300-600 20871 11475 + 666 + 1223 + 555 + 1785 + 6724 = 26632 -27.6
CONCORDE 15488 6641 + 316 + 2790 + 1641 + 629 + 4058 = 16074 -3.8
A330-300 34900 19622 + 837 + 1581 + 730 + 2744 + 8618 = 34133 2.2
A340-300 35500 21770 + 893 + 1581 + 730 + 3036 + 9461 = 37471 -5.6

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + NaN = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1959 + 104 + 619 + 187 + 72 + 993 = 3935 7.8
TRANSALL 5606 3053 + 169 + 700 + 262 + 0 + 1413 = 5597 0.2
TRANSALLC160 6045 2684 + 165 + 786 + 295 + 4 + 1329 = 5263 12.9
BOEING C-135 10859 6243 + 367 + 1190 + 436 + 1587 + 3318 = 13142 -21
C-141 17019 8770 + 443 + 1637 + 677 + 1151 + 4282 = 16961 0.3
B 52 H 20697 11959 + 529 + 1632 + 737 + 2136 + 5739 = 22732 -9.8
C-5A GALAXY 36388 24398 + 1278 + 3781 + 1628 + 2723 + 11419 = 45227 -24.3

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 239 + 221 = 874 -95.6
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 1647 + 1652 = 6543 -541.4
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 446 + 546 = 2162 -87
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 357 + 454 = 1798 -56.2
BUCCANEER 2B 2708 1349 + 64 + 252 + 30 + 595 + 774 = 3065 -13.2
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 1031 + 1016 = 4026 -101.9
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 289 + 630 = 2494 0.7
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 675 + 1092 = 4324 -68.9

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 612 + 865 = 3428 -73.1

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 223 + 326 = 1292 -6
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 848 + 981 = 3885 -803.4
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 246 + 372 = 1473 -36.7
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 315 + 357 = 1415 -150.9
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 245 + 453 = 1794 -56.7
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 334 + 442 = 1752 -59.9
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 372 + 433 = 1716 -92.6
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 561 + 728 = 2884 -28.5
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 444 + 543 = 2152 -86.2
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 473 + 937 = 3710 -360.9
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 577 + 973 = 3853 -174

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 343 + 398 = 1577 -17
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 572 + 729 = 2887 -44.7
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 282 + 933 = 3696 -141.1

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 70 = 275 -7.2
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 141 + 141 = 560 -35.3
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 168 + 233 = 924 -66.8
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 229 + 213 = 845 -87.7
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 317 + 372 = 1475 -65.4
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SupAéro-Onéra Chapitre D - Différentes tentatives de modélisation de masse voilure

Modèle 1’.1.1 : structure secondaire imposée, triangle d’emplanture et cor-
rection Airbus/Boeing

Erreur relative moyenne : 9.9%

Écart type : 7.6%

Structure secondaire : statistique (valeur imposée à 26% de la masse voilure)

Triangle d’emplanture : oui

Correction Airbus/Boeing : oui (valeur optimisée)

Nom Données Notre modèle version 1’.1.1
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 433 + 24 + 220 + 57 + 0 + 258 = 992 17.1
ATR-42-200 1568 704 + 35 + 248 + 49 + 0 + 364 = 1399 10.8
FOKKER-27 2004 676 + 40 + 432 + 97 + 8 + 552 = 2123 -6
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 483 + 1058 = 4070 4.9
B 737-100 4521 2070 + 123 + 496 + 143 + 581 + 1168 = 4493 0.6
B 737-200 5038 1883 + 114 + 498 + 145 + 501 + 1075 = 4136 17.9
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 960 + 2737 = 10529 -59.7
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 604 + 1408 = 5415 -4.4
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 612 + 1443 = 5550 0
MERCURE IT 6401 3650 + 182 + 517 + 139 + 790 + 1854 = 7132 -11.4
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 807 + 1800 = 6923 14
DC 8-20 14636 5975 + 270 + 1188 + 481 + 739 + 2962 = 11393 22.2
DC 8-63 17259 10648 + 490 + 1214 + 460 + 1558 + 4919 = 18919 -9.6
L-1011 TRIST 21433 10614 + 788 + 1903 + 878 + 2171 + 5746 = 22100 -3.1
DC 10-10 22328 12034 + 774 + 1686 + 849 + 1779 + 5861 = 22541 -1
DC 10-30 26634 15636 + 956 + 1789 + 883 + 2190 + 7343 = 28244 -6
B 747-100 40450 23143 + 1569 + 2846 + 1921 + 4167 + 11517 = 44296 -9.5

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 117 = 451 -1
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 67 + 139 = 536 14.4
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 163 + 272 = 1046 -23.3
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 58 + 202 = 776 4.8
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 78 + 200 = 771 20.3
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 178 + 368 = 1415 5.4
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 215 + 489 = 1881 0
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 242 + 572 = 2199 -15.6
VFW-614-G6 2298 690 + 46 + 263 + 69 + 162 + 432 = 1662 27.7
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 236 + 739 = 2843 12
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 865 + 2030 = 7808 -7.6
A320-100 8622 2883 + 233 + 675 + 270 + 728 + 2108 = 8109 5.9
A310-200 18496 6491 + 431 + 1024 + 538 + 1091 + 4216 = 16215 12.3
B 707-328 13018 6028 + 288 + 1435 + 534 + 1089 + 3209 = 12341 5.2
A310-300 18660 6216 + 432 + 1095 + 565 + 1158 + 4168 = 16031 14.1
A300 B4 21299 9511 + 514 + 1215 + 522 + 1124 + 5674 = 21825 -2.5
A300-600 20871 11475 + 666 + 1223 + 555 + 1671 + 6865 = 26402 -26.5
CONCORDE 15488 6641 + 316 + 2790 + 1641 + 589 + 4208 = 16183 -4.5
A330-300 34900 19622 + 837 + 1581 + 730 + 2569 + 8903 = 34243 1.9
A340-300 35500 21770 + 893 + 1581 + 730 + 2843 + 9774 = 37591 -5.9

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + NaN = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1959 + 104 + 619 + 187 + 67 + 1032 = 3968 7
TRANSALL 5606 3053 + 169 + 700 + 262 + 0 + 1470 = 5654 -0.8
TRANSALLC160 6045 2684 + 165 + 786 + 295 + 4 + 1382 = 5317 12.1
BOEING C-135 10859 6243 + 367 + 1190 + 436 + 1486 + 3416 = 13139 -21
C-141 17019 8770 + 443 + 1637 + 677 + 1077 + 4429 = 17034 -0.1
B 52 H 20697 11959 + 529 + 1632 + 737 + 2000 + 5923 = 22779 -10.1
C-5A GALAXY 36388 24398 + 1278 + 3781 + 1628 + 2549 + 11818 = 45452 -24.9

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 224 + 224 = 863 -93
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 1542 + 1681 = 6467 -534
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 418 + 558 = 2145 -85.6
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 334 + 464 = 1786 -55.1
BUCCANEER 2B 2708 1349 + 64 + 252 + 30 + 557 + 792 = 3045 -12.4
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 965 + 1034 = 3978 -99.5
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 270 + 648 = 2494 0.7
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 632 + 1120 = 4309 -68.3

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 573 + 887 = 3410 -72.2

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 209 + 329 = 1266 -3.8
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 794 + 1001 = 3851 -795.6
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 230 + 381 = 1467 -36.1
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 294 + 359 = 1379 -144.5
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 230 + 466 = 1791 -56.4
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 312 + 453 = 1741 -58.9
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 349 + 442 = 1702 -91
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 525 + 745 = 2865 -27.6
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 415 + 555 = 2136 -84.8
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 443 + 950 = 3654 -353.9
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 540 + 999 = 3842 -173.3

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 321 + 406 = 1563 -16
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 535 + 746 = 2868 -43.7
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 264 + 952 = 3661 -138.8

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 72 = 278 -8.3
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 132 + 144 = 554 -33.8
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 157 + 235 = 905 -63.3
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 215 + 217 = 833 -85.2
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 296 + 380 = 1463 -64
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Modèle 1’.2.1 : structure secondaire imposée et correction Airbus/Boeing

Erreur relative moyenne : 13.1%

Écart type : 10%

Structure secondaire : statistique (valeur imposée à 26% de la masse voilure)

Triangle d’emplanture : non

Correction Airbus/Boeing : oui (valeur optimisée)

Nom Données Notre modèle version 1’.2.1
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 433 + 24 + 220 + 57 + 0 + 258 = 992 17.1
ATR-42-200 1568 704 + 35 + 248 + 49 + 0 + 364 = 1399 10.8
FOKKER-27 2004 676 + 40 + 432 + 97 + 0 + 657 = 2525 -26
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 0 + 917 = 3526 17.6
B 737-100 4521 2070 + 123 + 496 + 143 + 0 + 995 = 3827 15.3
B 737-200 5038 1883 + 114 + 498 + 145 + 0 + 928 = 3569 29.2
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 0 + 2400 = 9231 -40
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 0 + 1233 = 4742 8.6
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 0 + 1228 = 4723 14.9
MERCURE IT 6401 3650 + 182 + 517 + 139 + 0 + 1577 = 6065 5.2
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 0 + 1564 = 6015 25.3
DC 8-20 14636 5975 + 270 + 1188 + 481 + 0 + 2781 = 10696 26.9
DC 8-63 17259 10648 + 490 + 1214 + 460 + 0 + 4502 = 17314 -0.3
L-1011 TRIST 21433 10614 + 788 + 1903 + 878 + 0 + 4983 = 19165 10.6
DC 10-10 22328 12034 + 774 + 1686 + 849 + 0 + 5391 = 20734 7.1
DC 10-30 26634 15636 + 956 + 1789 + 883 + 0 + 6768 = 26033 2.3
B 747-100 40450 23143 + 1569 + 2846 + 1921 + 0 + 10358 = 39838 1.5

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 117 = 451 -1
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 0 + 116 = 446 28.8
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 0 + 239 = 921 -8.6
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 0 + 211 = 810 0.6
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 0 + 199 = 765 20.8
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 0 + 347 = 1333 10.9
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 0 + 472 = 1815 3.5
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 0 + 557 = 2143 -12.7
VFW-614-G6 2298 690 + 46 + 263 + 69 + 0 + 375 = 1443 37.2
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 0 + 760 = 2924 9.5
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 0 + 1726 = 6639 8.5
A320-100 8622 2883 + 233 + 675 + 270 + 0 + 2140 = 8231 4.5
A310-200 18496 6491 + 431 + 1024 + 538 + 0 + 4471 = 17197 7
B 707-328 13018 6028 + 288 + 1435 + 534 + 0 + 2911 = 11196 14
A310-300 18660 6216 + 432 + 1095 + 565 + 0 + 4379 = 16841 9.7
A300 B4 21299 9511 + 514 + 1215 + 522 + 0 + 6199 = 23844 -11.9
A300-600 20871 11475 + 666 + 1223 + 555 + 0 + 7336 = 28215 -35.2
CONCORDE 15488 6641 + 316 + 2790 + 1641 + 0 + 4001 = 15388 0.6
A330-300 34900 19622 + 837 + 1581 + 730 + 0 + 8001 = 30772 11.8
A340-300 35500 21770 + 893 + 1581 + 730 + 0 + 8775 = 33749 4.9

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + NaN = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1959 + 104 + 619 + 187 + 0 + 1008 = 3877 9.1
TRANSALL 5606 3053 + 169 + 700 + 262 + 0 + 1470 = 5654 -0.8
TRANSALLC160 6045 2684 + 165 + 786 + 295 + 0 + 1381 = 5311 12.1
BOEING C-135 10859 6243 + 367 + 1190 + 436 + 0 + 2894 = 11131 -2.5
C-141 17019 8770 + 443 + 1637 + 677 + 0 + 4050 = 15578 8.5
B 52 H 20697 11959 + 529 + 1632 + 737 + 0 + 5220 = 20077 3
C-5A GALAXY 36388 24398 + 1278 + 3781 + 1628 + 0 + 10922 = 42007 -15.4

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 0 + 146 = 561 -25.4
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 0 + 1140 = 4383 -329.7
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 0 + 411 = 1581 -36.7
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 0 + 347 = 1334 -15.9
BUCCANEER 2B 2708 1349 + 64 + 252 + 30 + 0 + 596 = 2291 15.4
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 0 + 695 = 2673 -34.1
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 0 + 553 = 2129 15.2
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 0 + 898 = 3455 -35

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 0 + 685 = 2636 -33.1

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 0 + 284 = 1092 10.4
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 0 + 722 = 2778 -546.1
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 0 + 300 = 1156 -7.2
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 0 + 274 = 1054 -86.8
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 0 + 385 = 1481 -29.3
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 0 + 343 = 1319 -20.4
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 0 + 320 = 1230 -38.1
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 0 + 560 = 2155 4
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 0 + 409 = 1574 -36.2
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 0 + 904 = 3476 -331.8
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 0 + 809 = 3113 -121.4

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 0 + 294 = 1129 16.2
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 0 + 558 = 2144 -7.5
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 0 + 1000 = 3846 -150.9

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 72 = 278 -8.3
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 0 + 97 = 375 9.4
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 0 + 199 = 765 -38.1
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 0 + 141 = 543 -20.7
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 0 + 276 = 1063 -19.1
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Modèle 1’.1.1’ : structure secondaire et correction Airbus/Boeing imposées,
et triangle d’emplanture

Erreur relative moyenne : 11.2%

Écart type : 10.8%

Structure secondaire : statistique (valeur imposée à 26% de la masse voilure)

Triangle d’emplanture : oui

Correction Airbus/Boeing : oui (valeur imposée : 1 pour Boeing, 1.5 pour Airbus)

Nom Données Notre modèle version 1’.1.1’
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 433 + 24 + 220 + 57 + 0 + 258 = 992 17.1
ATR-42-200 1568 704 + 35 + 248 + 49 + 0 + 364 = 1399 10.8
FOKKER-27 2004 676 + 40 + 432 + 97 + 4 + 659 = 2534 -26.4
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 256 + 1006 = 3871 9.5
B 737-100 4521 2070 + 123 + 496 + 143 + 307 + 1103 = 4243 6.2
B 737-200 5038 1883 + 114 + 498 + 145 + 265 + 1021 = 3927 22.1
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 508 + 2579 = 9918 -50.5
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 320 + 1345 = 5174 0.2
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 324 + 1342 = 5161 7
MERCURE IT 6401 3650 + 182 + 517 + 139 + 418 + 1724 = 6630 -3.6
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 427 + 1714 = 6593 18.1
DC 8-20 14636 5975 + 270 + 1188 + 481 + 391 + 2918 = 11224 23.3
DC 8-63 17259 10648 + 490 + 1214 + 460 + 825 + 4791 = 18429 -6.8
L-1011 TRIST 21433 10614 + 788 + 1903 + 878 + 1150 + 5387 = 20719 3.3
DC 10-10 22328 12034 + 774 + 1686 + 849 + 942 + 5722 = 22006 1.4
DC 10-30 26634 15636 + 956 + 1789 + 883 + 1159 + 7176 = 27599 -3.6
B 747-100 40450 23143 + 1569 + 2846 + 1921 + 2206 + 11133 = 42819 -5.9

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 117 = 451 -1
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 35 + 128 = 494 21.2
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 86 + 285 = 1096 -29.2
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 31 + 227 = 873 -7.1
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 41 + 221 = 849 12.2
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 94 + 396 = 1524 -1.9
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 114 + 532 = 2046 -8.8
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 128 + 625 = 2402 -26.3
VFW-614-G6 2298 690 + 46 + 263 + 69 + 86 + 405 = 1559 32.2
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 125 + 826 = 3177 1.7
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 458 + 1887 = 7258 0
A320-100 8622 2883 + 233 + 675 + 270 + 385 + 2343 = 9012 -4.5
A310-200 18496 6491 + 431 + 1024 + 538 + 578 + 4776 = 18368 0.7
B 707-328 13018 6028 + 288 + 1435 + 534 + 576 + 3114 = 11975 8
A310-300 18660 6216 + 432 + 1095 + 565 + 613 + 4702 = 18084 3.1
A300 B4 21299 9511 + 514 + 1215 + 522 + 595 + 6513 = 25051 -17.6
A300-600 20871 11475 + 666 + 1223 + 555 + 885 + 7802 = 30008 -43.8
CONCORDE 15488 6641 + 316 + 2790 + 1641 + 312 + 4110 = 15809 -2.1
A330-300 34900 19622 + 837 + 1581 + 730 + 1360 + 8479 = 32610 6.6
A340-300 35500 21770 + 893 + 1581 + 730 + 1505 + 9304 = 35783 -0.8

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + NaN = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1959 + 104 + 619 + 187 + 36 + 1021 = 3926 8
TRANSALL 5606 3053 + 169 + 700 + 262 + 0 + 1470 = 5654 -0.8
TRANSALLC160 6045 2684 + 165 + 786 + 295 + 2 + 1382 = 5314 12.1
BOEING C-135 10859 6243 + 367 + 1190 + 436 + 787 + 3170 = 12194 -12.3
C-141 17019 8770 + 443 + 1637 + 677 + 570 + 4251 = 16349 3.9
B 52 H 20697 11959 + 529 + 1632 + 737 + 1059 + 5592 = 21507 -3.9
C-5A GALAXY 36388 24398 + 1278 + 3781 + 1628 + 1350 + 11396 = 43831 -20.5

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 118 + 187 = 721 -61.2
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 817 + 1426 = 5486 -437.9
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 221 + 489 = 1880 -62.6
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 177 + 409 = 1573 -36.7
BUCCANEER 2B 2708 1349 + 64 + 252 + 30 + 295 + 699 = 2690 0.7
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 511 + 875 = 3364 -68.7
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 143 + 604 = 2322 7.5
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 335 + 1016 = 3907 -52.6

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 303 + 792 = 3046 -53.8

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 110 + 342 = 1316 -8
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 420 + 870 = 3346 -678.2
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 122 + 343 = 1320 -22.5
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 156 + 356 = 1370 -142.9
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 122 + 428 = 1645 -43.7
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 165 + 401 = 1543 -40.8
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 185 + 385 = 1480 -66.1
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 278 + 658 = 2531 -12.7
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 220 + 487 = 1872 -61.9
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 235 + 1027 = 3951 -390.8
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 286 + 910 = 3499 -148.9

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 170 + 353 = 1359 -0.8
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 283 + 657 = 2527 -26.7
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 140 + 1074 = 4129 -169.4

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 72 = 278 -8.3
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 70 + 122 = 470 -13.4
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 83 + 243 = 933 -68.5
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 114 + 181 = 697 -54.8
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 157 + 331 = 1275 -42.9
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D.4 Tableaux des résultats SupAéro-Onéra

Modèle 1’.1’.1’ : structure secondaire, triangle d’emplanture et correction
Airbus/Boeing imposés

Erreur relative moyenne : 10.7%

Écart type : 8.1%

Structure secondaire : statistique (valeur imposée à 26% de la masse voilure)

Triangle d’emplanture : oui (imposée pour une proportion triangle d’emplanture/masse
voilure totale soit raisonnable : 5%).

Correction Airbus/Boeing : oui (valeur imposée : 1 pour Boeing, 1.23 pour Airbus)

Nom Données Notre modèle version 1’.1’.1’
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 433 + 24 + 220 + 57 + 0 + 258 = 992 17.1
ATR-42-200 1568 704 + 35 + 248 + 49 + 0 + 364 = 1399 10.8
FOKKER-27 2004 676 + 40 + 432 + 97 + 5 + 540 = 2079 -3.7
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 291 + 1019 = 3918 8.4
B 737-100 4521 2070 + 123 + 496 + 143 + 350 + 1118 = 4300 4.9
B 737-200 5038 1883 + 114 + 498 + 145 + 302 + 1034 = 3976 21.1
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 578 + 2603 = 10013 -51.9
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 364 + 1361 = 5234 -0.9
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 369 + 1357 = 5221 5.9
MERCURE IT 6401 3650 + 182 + 517 + 139 + 476 + 1744 = 6708 -4.8
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 486 + 1735 = 6672 17.1
DC 8-20 14636 5975 + 270 + 1188 + 481 + 445 + 2937 = 11297 22.8
DC 8-63 17259 10648 + 490 + 1214 + 460 + 938 + 4831 = 18582 -7.7
L-1011 TRIST 21433 10614 + 788 + 1903 + 878 + 1308 + 5442 = 20932 2.3
DC 10-10 22328 12034 + 774 + 1686 + 849 + 1071 + 5767 = 22181 0.7
DC 10-30 26634 15636 + 956 + 1789 + 883 + 1319 + 7232 = 27815 -4.4
B 747-100 40450 23143 + 1569 + 2846 + 1921 + 2509 + 11239 = 43228 -6.9

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 117 = 451 -1
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 40 + 130 = 501 20.2
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 98 + 239 = 918 -8.3
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 35 + 188 = 723 11.3
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 47 + 183 = 705 27.1
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 107 + 330 = 1271 15
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 130 + 443 = 1704 9.4
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 146 + 520 = 1999 -5.1
VFW-614-G6 2298 690 + 46 + 263 + 69 + 98 + 409 = 1575 31.5
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 142 + 685 = 2634 18.5
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 521 + 1909 = 7343 -1.2
A320-100 8622 2883 + 233 + 675 + 270 + 438 + 1944 = 7478 13.3
A310-200 18496 6491 + 431 + 1024 + 538 + 657 + 3950 = 15193 17.9
B 707-328 13018 6028 + 288 + 1435 + 534 + 655 + 3141 = 12082 7.2
A310-300 18660 6216 + 432 + 1095 + 565 + 697 + 3892 = 14969 19.8
A300 B4 21299 9511 + 514 + 1215 + 522 + 677 + 5376 = 20677 2.9
A300-600 20871 11475 + 666 + 1223 + 555 + 1006 + 6450 = 24809 -18.9
CONCORDE 15488 6641 + 316 + 2790 + 1641 + 354 + 4125 = 15867 -2.4
A330-300 34900 19622 + 837 + 1581 + 730 + 1547 + 8544 = 32862 5.8
A340-300 35500 21770 + 893 + 1581 + 730 + 1712 + 9376 = 36062 -1.6

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + NaN = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1959 + 104 + 619 + 187 + 41 + 1022 = 3932 7.8
TRANSALL 5606 3053 + 169 + 700 + 262 + 0 + 1470 = 5654 -0.8
TRANSALLC160 6045 2684 + 165 + 786 + 295 + 2 + 1382 = 5314 12.1
BOEING C-135 10859 6243 + 367 + 1190 + 436 + 895 + 3208 = 12340 -13.6
C-141 17019 8770 + 443 + 1637 + 677 + 649 + 4278 = 16455 3.3
B 52 H 20697 11959 + 529 + 1632 + 737 + 1204 + 5643 = 21704 -4.9
C-5A GALAXY 36388 24398 + 1278 + 3781 + 1628 + 1535 + 11461 = 44082 -21.1

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 135 + 193 = 743 -66.1
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 929 + 1466 = 5638 -452.7
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 251 + 499 = 1921 -66.1
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 201 + 418 = 1606 -39.5
BUCCANEER 2B 2708 1349 + 64 + 252 + 30 + 336 + 714 = 2745 -1.4
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 581 + 899 = 3459 -73.5
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 163 + 611 = 2349 6.5
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 381 + 1032 = 3969 -55.1

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 345 + 807 = 3102 -56.7

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 126 + 287 = 1105 9.4
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 478 + 890 = 3424 -696.3
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 139 + 349 = 1343 -24.6
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 177 + 301 = 1159 -105.5
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 138 + 434 = 1668 -45.6
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 188 + 409 = 1573 -43.6
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 210 + 394 = 1514 -69.9
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 316 + 671 = 2582 -15
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 250 + 497 = 1913 -65.4
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 267 + 856 = 3293 -309.1
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 325 + 923 = 3552 -152.6

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 194 + 362 = 1391 -3.2
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 322 + 671 = 2580 -29.3
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 159 + 889 = 3418 -123

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 72 = 278 -8.3
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 80 + 125 = 483 -16.6
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 94 + 204 = 784 -41.6
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 129 + 187 = 718 -59.5
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 178 + 339 = 1304 -46.2
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Modèle 3.1.1 : ancien modèle (Table D.3, p. 235) : structure secondaire en kSn,
triangle d’emplanture et correction Airbus/Boeing identifiés

Erreur relative moyenne : 8.7%

Écart type : 5.9%

Structure secondaire : statistique (en k Sn)

Triangle d’emplanture : oui

Correction Airbus/Boeing : oui

Nom Données Notre modèle
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I
+ MW SS = MW Er%

(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

NORD 262-20 1197 428 + 24 + 220 + 57 + 0 + 556 = 1286 -7.4
ATR-42-200 1568 698 + 35 + 248 + 49 + 0 + 549 = 1579 -0.7
FOKKER-27 2004 671 + 40 + 432 + 97 + 4 + 777 = 2450 -22.2
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 232 + 1081 = 3922 8.3
B 737-100 4521 2063 + 123 + 496 + 143 + 279 + 1268 = 4372 3.3
B 737-200 5038 1877 + 114 + 498 + 145 + 241 + 1284 = 4159 17.4
CARAVELLE-6R 6592 5760 + 332 + 550 + 189 + 462 + 2169 = 9463 -43.5
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 291 + 1147 = 4946 4.6
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 294 + 1761 = 5550 0
MERCURE IT 6401 3639 + 182 + 517 + 139 + 380 + 1566 = 6423 -0.3
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 388 + 2511 = 7350 8.7
DC 8-20 14636 5945 + 270 + 1188 + 481 + 355 + 4739 = 12979 11.3
DC 8-63 17259 10621 + 490 + 1214 + 460 + 750 + 5279 = 18814 -9
L-1011 TRIST 21433 10600 + 788 + 1903 + 878 + 1045 + 7178 = 22392 -4.5
DC 10-10 22328 12019 + 774 + 1686 + 849 + 856 + 7328 = 23512 -5.3
DC 10-30 26634 15620 + 956 + 1789 + 883 + 1053 + 7596 = 27897 -4.7
B 747-100 40450 23106 + 1569 + 2846 + 1921 + 2004 + 13046 = 44493 -10

CITATION 1 446 143 + 11 + 160 + 19 + 0 + 178 = 511 -14.6
SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 32 + 156 = 518 17.3
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 78 + 177 = 893 -5.3
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 28 + 271 = 846 -3.8
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 37 + 271 = 829 14.3
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 86 + 380 = 1378 7.8
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 104 + 434 = 1776 5.6
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 116 + 470 = 2046 -7.6
VFW-614-G6 2298 685 + 46 + 263 + 69 + 78 + 686 = 1827 20.5
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 114 + 877 = 2968 8.2
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 416 + 2176 = 7505 -3.4
A320-100 8622 2876 + 233 + 675 + 270 + 350 + 1687 = 7603 11.8
A310-200 18496 6476 + 431 + 1024 + 538 + 525 + 3783 = 15864 14.2
B 707-328 13018 5991 + 288 + 1435 + 534 + 524 + 5023 = 13795 -6
A310-300 18660 6201 + 432 + 1095 + 565 + 557 + 3783 = 15671 16
A300 B4 21299 9491 + 514 + 1215 + 522 + 541 + 4800 = 21299 0
A300-600 20871 11457 + 666 + 1223 + 555 + 804 + 4800 = 24551 -17.6
CONCORDE 15488 6614 + 316 + 2790 + 1641 + 283 + 7488 = 19132 -23.5
A330-300 34900 19593 + 837 + 1581 + 730 + 1236 + 7585 = 31563 9.6
A340-300 35500 21728 + 893 + 1581 + 730 + 1368 + 7585 = 33885 4.5
B 747-400 44632 30574 + 1704 + 2485 + 1624 + 2086 + 12725 = 51197 -14.7
A380 94700 42664 + 2335 + 3773 + 3253 + 2085 + 24629 = 97311 -2.8

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + NaN + 997 = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1947 + 104 + 619 + 187 + 32 + 1648 = 4538 -6.4
TRANSALL 5606 3035 + 169 + 700 + 262 + 0 + 2447 = 6613 -18
TRANSALLC160 6045 2667 + 165 + 786 + 295 + 2 + 2449 = 6365 -5.3
BOEING C-135 10859 6223 + 367 + 1190 + 436 + 715 + 3952 = 12884 -18.6
C-141 17019 8733 + 443 + 1637 + 677 + 518 + 5851 = 17860 -4.9
B 52 H 20697 11931 + 529 + 1632 + 737 + 962 + 7890 = 23681 -14.4
C-5A GALAXY 36388 24362 + 1278 + 3781 + 1628 + 1226 + 15138 = 47414 -30.3

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 108 + 114 = 636 -42.3
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 742 + 268 = 4253 -317
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 201 + 370 = 1741 -50.6
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 161 + 370 = 1518 -31.9
BUCCANEER 2B 2708 1320 + 64 + 252 + 30 + 268 + 457 = 2391 11.7
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 464 + 209 = 2652 -33
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 130 + 903 = 2608 -3.9
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 304 + 706 = 3567 -39.3

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 276 + 477 = 2703 -36.5

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 100 + 258 = 1116 8.4
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 382 + 98 = 2536 -489.9
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 111 + 295 = 1261 -17
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 142 + 124 = 1013 -79.6
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 111 + 295 = 1501 -31.1
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 150 + 186 = 1313 -19.8
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 168 + 176 = 1255 -40.8
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 253 + 390 = 2238 0.3
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 200 + 370 = 1735 -50.1
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 213 + 217 = 2806 -248.6
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 260 + 447 = 3010 -114.1

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 155 + 222 = 1213 10
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 257 + 422 = 2266 -13.6
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 127 + 323 = 3042 -98.4

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 110 = 316 -22.9
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 64 + 103 = 444 -7.2
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 75 + 106 = 715 -29
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 103 + 114 = 619 -37.5
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 143 + 176 = 1105 -23.9
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Ancienne version 3.1.1 de notre modèle de masse voilure MW :

MW = MW SP + MW SS

MW SP = kAirbus/Boeing (MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW I)

kAirbus/Boeing =

{
1.34 Airbus, Fokker, Falcon,

1 Boeing, McDonnell Douglas et autres avions.

MW SS = 2.14 S1.378

Variables :
kAirbus/Boeing : Coefficient de recalage Airbus/Boeing. (Section D.3, p. 222). Ce

coefficient kAirbus/Boeing, identifié sur les données expérimentales

Airbus, Fokker et Falcon (Section 2, p. 31), permet de tenir
compte statistiquement de la différence de conception voilure entre
les constructeurs (répartition de portance elliptique pour Airbus
qui minimise la trâınée induite, et répartition de portance Boeing
qui maximise les performances avions tout en allégeant la masse
voilure).

MW SP : Masse de la structure primaire kg
MW SS : Masse de la structure secondaire (Table D.5, p. 236) kg

MW sem : Masse des semelles dimensionnées en flexion : en contrainte (Table
7.4, p. 168) ou en déformation (Table 7.5, p. 169)

kg

MW âme : Masse de l’âme dimensionnée en cisaillement (Table 7.6, p. 170) kg
MW rev : Masse du revêtement dimensionné en torsion : en déformation

(Table 7.7, p. 171) ou en contrainte (Table 7.8, p. 173)
kg

MW ner : Masse des nervures (modélisée selon des critères géométriques)
(Table 7.9, p. 174)

kg

MW I : Masse des triangles d’emplanture (modèle physico-statistique : re-
prend le moment de torsion emplanture) (Table D.4, p. 236)

kg

S : Surface de la voilure m2

Mode d’obtention : Structure primaire est déterminée analytiquement selon
les lois de résistance des matériaux, excepté pour les nervures dont la masse
est simplement déduite selon des critères géométriques (pas géométrique
des nervures supposé donné et constant), et le triangle d’emplanture
(modèle physico-statistique identifié par les moindres carrés sur notre base
de données expérimentales d’avions de transport civil (Section 2, p. 31)).
La structure secondaire est obtenue statistiquement par identification sur
l’ensemble des données des 37 avions de transport civil dont nous dispo-
sons.

Domaine de définition : Voilure d’avions de transport civil (avec flèche 0 ≤
ϕe ≤ 41, effilement 0 ≤ ε ≤ 1).

Précision : par rapport aux 37 avions de transport civil de notre base de
données expérimentales (Section 2, p. 31), le modèle présente une erreur
relative moyenne de 8.7% pour un écart type de 5.9%.
(NB : En considérant kAirbus/Boeing = 1 pour tous les avions, l’erreur est de 12.6%)

Tab. D.3 – Ancienne version de notre modèle de masse voilure.
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Modèle physico-statistique de la masse du triangle d’emplanture :

MW I = 2 kI

1

Cemp

4

3

1

π

b

2
tan ϕe nzce Mch g

Variables :
b : Envergure c’est-à-dire distance entre les deux extrémités de voilure m

Cemp : Corde à l’emplanture m
g : Constante de gravité g ≈ 9.81 m s−2 m s−2

kI : Coefficient identifié sur notre base de données expérimentales
d’avions de transport civil (Section 2, p. 31). Valeur conseillée :
kI = 2.16 10−4 (Table D.1, p. 219)

MW I : Masse des triangles d’emplanture (des deux ailes) kg
Mch : Masse de chargement (Equation C.5, p. 214) :

Mch = MMTOW − MF uel − MW = MF + Mtrain + MP/L + Mm + . . .
kg

nzce : Facteur de charge extrême nzce = 1.5 nzcl ≈ 3.75
ϕe : Flèche de la voilure au niveau de l’axe élastique rad

Mode d’obtention : Expression analytique obtenue par considération physique, et
dont le coefficient kI a été déterminé par identification par les moindres carrés
sur notre base de données expérimentales de d’avions de transport civil (Section 2,

p. 31).

Domaine de définition : Voilure d’avions de transport civil.

Tab. D.4 – Modèle de masse triangle d’emplanture.

Modèle masse de la structure secondaire :

MW SS = 2.14 S1.378

Variables :
MW SS : Masse de la structure secondaire (becs, volets, spoilers, hydraulique . . . ) kg

S : Surface de la voilure m2

Mode d’obtention : identifié par les moindres carrés sur les données expérimentales à
disposition pour tous les avions de transport civil sans distinction de petits ou gros
avions (Section 2, p. 31).

Domaine de définition : Avion de transport civil.

Tab. D.5 – Ancien modèle de masse de structure secondaire.
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Modèle 3.2.1 : ancien modèle (Table 7.3, p. 167) : structure secondaire en kSn,
correction historique et culturelle des Airbus

Erreur relative moyenne : 5.7%

Écart type : 4.5%

Structure secondaire : statistique (en k Sn)

Triangle d’emplanture : non

Correction Airbus/Boeing : oui, mais sous la forme de l’ajustement historique et culturel (Section 6, p. 139)
Nom Données Notre modèle
de l’avion MW SP + MW SS = MW Erreur

MW MW sem + MW âme + MW rev + MW ner + MW autre + MW SS = MW Er%
(kg) (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) + (kg) = (kg) (%)

SN-601-CORVE 627 185 + 15 + 113 + 17 + 0 + 301 = 631 -0.6
FALCON 10 848 290 + 18 + 133 + 13 + 0 + 339 = 794 6.4
HS 125-3 B 815 147 + 12 + 217 + 24 + 0 + 510 = 910 -11.6
NORD 262-20 1197 428 + 24 + 220 + 57 + 0 + 536 = 1265 -5.7
HS 125-600 B 967 160 + 15 + 174 + 28 + 0 + 510 = 888 8.2
FALCON 20 1495 421 + 26 + 184 + 26 + 0 + 703 = 1361 9
ATR-42-200 1568 698 + 35 + 248 + 49 + 0 + 530 = 1559 0.6
FALCON 50-B 1881 570 + 36 + 250 + 40 + 0 + 798 = 1694 9.9
FOKKER-27 2004 671 + 40 + 432 + 97 + 0 + 738 = 1979 1.2
FALCON 900 1902 645 + 40 + 330 + 42 + 0 + 862 = 1919 -0.9
VFW-614-G6 2298 685 + 46 + 263 + 69 + 0 + 1236 = 2299 0
FOKKER-28 3232 840 + 58 + 463 + 82 + 0 + 1737 = 3180 1.6
DC 9-10 4279 2025 + 111 + 389 + 84 + 0 + 2010 = 4619 -8
B 737-100 4521 2063 + 123 + 496 + 143 + 0 + 2247 = 5072 -12.2
B 737-200 5038 1877 + 114 + 498 + 145 + 0 + 2267 = 4901 2.7
DC 9-30 5261 2416 + 130 + 366 + 91 + 0 + 2102 = 5105 3
DC 9-40 5186 2869 + 145 + 408 + 87 + 0 + 2095 = 5604 -8.1
TRIDENT 1 5550 2574 + 172 + 578 + 171 + 0 + 2827 = 6322 -13.9
MERCURE IT 6401 3639 + 182 + 517 + 139 + 0 + 2605 = 7082 -10.6
DC 9-50 5444 2678 + 146 + 370 + 93 + 0 + 2102 = 5389 1
CARAVELLE 12 7258 3914 + 215 + 575 + 209 + 0 + 3278 = 8191 -12.9
A319-100 8732 3890 + 188 + 716 + 228 + 0 + 2910 = 7932 9.2
B 727-100 8051 3208 + 213 + 770 + 261 + 0 + 3623 = 8075 -0.3
A320-200 8766 3309 + 264 + 918 + 367 + 0 + 3152 = 8009 8.6
A320-100 8622 3911 + 317 + 918 + 367 + 0 + 3147 = 8659 -0.4
B 727-200 8956 3670 + 224 + 747 + 236 + 0 + 3623 = 8500 5.1
A321-100 9975 5540 + 299 + 745 + 244 + 0 + 2877 = 9705 2.7
A321-200 10026 5874 + 310 + 755 + 247 + 0 + 2840 = 10025 0
DC 8-20 14636 5945 + 270 + 1188 + 481 + 0 + 5649 = 13533 7.5
A310-200 18496 9324 + 621 + 1474 + 774 + 0 + 5857 = 18050 2.4
B 707-328 13018 5991 + 288 + 1435 + 534 + 0 + 5884 = 14132 -8.6
A310-300 18660 8726 + 608 + 1541 + 796 + 0 + 5725 = 17396 6.8
A300 B4 21299 12623 + 684 + 1616 + 694 + 0 + 5699 = 21317 -0.1
DC 8-63 17259 10621 + 490 + 1214 + 460 + 0 + 6092 = 18877 -9.4
A300-600 20871 15237 + 886 + 1626 + 739 + 0 + 5699 = 24187 -15.9
A300-600R 21193 13182 + 748 + 1656 + 740 + 0 + 6535 = 22861 -7.9
L-1011 TRIST 21433 10600 + 788 + 1903 + 878 + 0 + 7551 = 21720 -1.3
DC 10-10 22328 12019 + 774 + 1686 + 849 + 0 + 7661 = 22989 -3
A330-300 34900 25168 + 1075 + 2031 + 938 + 0 + 8500 = 37712 -8.1
B 777-200 34125 20370 + 986 + 2231 + 1430 + 0 + 9243 = 34261 -0.4
DC 10-30 26634 15620 + 956 + 1789 + 883 + 0 + 7856 = 27104 -1.8
A340-300 35500 27910 + 1147 + 2031 + 938 + 0 + 8500 = 40527 -14.2
B 747-100 40450 23106 + 1569 + 2846 + 1921 + 0 + 11466 = 40909 -1.1
A340-600 50165 32292 + 1874 + 2712 + 1683 + 0 + 9437 = 47999 4.3
B 747-400 44632 30574 + 1704 + 2485 + 1624 + 0 + 11268 = 47655 -6.8
A380 94700 56744 + 3106 + 5018 + 4327 + 0 + 17879 = 87074 8.1

BREGUET 941 1875 NaN + NaN + NaN + NaN + 0 + 1900 = NaN NaN
BR. ATLANTIC 4266 1947 + 104 + 619 + 187 + 0 + 2700 = 5557 -30.3
TRANSALL 5606 3035 + 169 + 700 + 262 + 0 + 3559 = 7725 -37.8
TRANSALLC160 6045 2667 + 165 + 786 + 295 + 0 + 3561 = 7475 -23.7
BOEING C-135 10859 6223 + 367 + 1190 + 436 + 0 + 4976 = 13192 -21.5
C-141 17019 8733 + 443 + 1637 + 677 + 0 + 6546 = 18036 -6
B 52 H 20697 11931 + 529 + 1632 + 737 + 0 + 8067 = 22896 -10.6
C-5A GALAXY 36388 24362 + 1278 + 3781 + 1628 + 0 + 12723 = 43772 -20.3

ALPHAJET-APP 447 306 + 25 + 74 + 9 + 0 + 222 = 637 -42.5
MIRAGE G 1020 2949 + 127 + 154 + 14 + 0 + 504 = 3747 -267.4
MIRAGE 2000B 1156 840 + 77 + 219 + 34 + 0 + 686 = 1855 -60.5
MIRAGE 2000N 1151 673 + 61 + 219 + 34 + 0 + 686 = 1673 -45.3
BUCCANEER 2B 2708 1320 + 64 + 252 + 30 + 0 + 1101 = 2767 -2.2
TORNADO GR 1 1994 1696 + 110 + 156 + 16 + 0 + 637 = 2615 -31.2
MIRAGE IV-A 2511 1141 + 63 + 325 + 46 + 0 + 1773 = 3348 -33.3
T.S.R.2 2560 2084 + 133 + 299 + 41 + 0 + 1492 = 4049 -58.1

PHANTOM F4B 1980 1736 + 97 + 95 + 21 + 0 + 1135 = 3085 -55.8

HUNTER F MK1 1219 317 + 24 + 181 + 17 + 0 + 485 = 1024 16
NORTHROP F5A 430 1950 + 46 + 59 + 2 + 0 + 194 = 2250 -423.2
MIRAGE III-C 1078 639 + 38 + 161 + 17 + 0 + 552 = 1407 -30.5
HARRIER GR 1 564 381 + 32 + 99 + 8 + 0 + 242 = 762 -35.1
MIRAGE III-E 1145 915 + 37 + 132 + 12 + 0 + 552 = 1647 -43.9
MIRAGE F1-C 1096 843 + 37 + 89 + 6 + 0 + 356 = 1332 -21.6
JAGUAR A 891 780 + 46 + 76 + 8 + 0 + 338 = 1248 -40.1
LIGHTNING M1 2245 1251 + 67 + 259 + 17 + 0 + 721 = 2316 -3.2
MIRAGE 2000C 1156 836 + 76 + 219 + 34 + 0 + 686 = 1851 -60.1
F 16 A 805 1519 + 65 + 124 + 7 + 0 + 411 = 2126 -164.1
RAFALE - A 1406 1894 + 101 + 283 + 26 + 0 + 1085 = 3388 -141

SUP.ETENDARD 1348 681 + 34 + 110 + 10 + 0 + 422 = 1257 6.7
SCIMITAR MK1 1995 1255 + 72 + 240 + 20 + 0 + 777 = 2363 -18.5
F 18 A 1533 1670 + 72 + 144 + 11 + 0 + 864 = 2761 -80.1

CESSNA T-37 257 76 + 8 + 109 + 13 + 0 + 215 = 421 -63.9
GNAT T MK 1 414 180 + 11 + 82 + 5 + 0 + 201 = 479 -15.7
HAWK T MK 1 554 291 + 22 + 58 + 7 + 0 + 209 = 586 -5.8
ALPHAJET-ECO 450 294 + 24 + 74 + 9 + 0 + 222 = 624 -38.7
JAGUAR E 892 663 + 39 + 76 + 8 + 0 + 338 = 1124 -26
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Annexe E

Les centres de section
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La connaissance des points d’application des efforts que subit la voilure d’avion, est
nécessaire pour l’étude des moments de torsion. Ces points, dits centres de la section,
font l’objet de ce chapitre en annexe : centre de gravité G (Section E.1.1, p. 240), centre de
cisaillement C (Section E.1.2, p. 242), centre de torsion Ct (Section E.1.3, p. 242), et Foyer
F (Section E.1.4, p. 243). Ces centres sont d’abord définis, puis explicités afin d’élaborer
une méthode pour déterminer leurs positions. Nous verrons alors que pour les voilures
d’avions de transports civils, les centres de cisaillement et de torsion sont confondus. Pour
finir, quelques exemples d’applications sont donnés : résolution analytique de la position
du centre de cisaillement pour des sections d’ailes courantes, et résolution numérique
pour tout type de mono-caisson à épaisseur de peau constante. Ce chapitre permettra
alors de justifier le fait que le centre de torsion est proche du milieu du caisson (hypothèse
simplificatrice souvent faite) mais surtout de donner un modèle simple analytique per-
mettant de déterminer plus précisément sa position (Equation E.15, p. 257). Des cours de
SupAéro [Lar00, LL91, Feh91] et l’aide de mes collègues, que je remercie, m’ont permis
de réaliser ce travail.

E.1 Définitions des centres de section

x

y

z

Fig. E.1 – Étude d’une aile d’avion par la théorie des poutres et coques. L’axe x est choisi selon

le longeron principal et les axes y et z sont choisis arbitrairement dans la section du profil de

manière à former une base orthonormée directe. Les axes principaux d’inertie Y et Z seront,

une fois connus, pris pour axes d’étude.

E.1.1 Centre de gravité

Ce qu’il faut retenir E.1 Le centre de gravité d’une section est le point par lequel
la section peut être tenue en équilibre, quelle que soit sa position. C’est le barycentre
de toutes mes masses présente dans la section.

Le centre de gravité G est le barycentre de toutes les masses présentes dans la section,
autrement dit :

n∑

i=1

mi
−−→
GiG =

−→
0

m
−−→
OG =

n∑

i=1

mi
−−→
OGi Avec : m =

n∑

i=1

mi
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dx

G
dS

Fig. E.2 – Centre de gravité de la section.

Avec Gi les centres de gravité des masses mi élémentaires de la section, et G le centre
de gravité de l’ensemble.

En considérant un système continu : Soit un repère (O,−→x ,−→y ,−→z ) de centre O, un
point quelconque de la section, −→x perpendiculaire à la section, −→y et −→z dans le plan de
la section, choisis arbitrairement de manière à former un repère orthonormé direct. Alors
la position du centre de gravité G dans ce repère est donnée par :

m yG =

∫∫∫

dV

y dm

m zG =

∫∫∫

dV

z dm

La masse élémentaire dm s’écrit comme le produit de la masse volumique du matériau
ρ par le volume de l’élément considéré. La section étant d’épaisseur élémentaire dx,
cet élément de volume est égal à l’épaisseur élémentaire de la section dx que multiplie
l’élément de surface dS : dm = ρ dS dx.

S ρ yG =

∫∫

S

y ρ dS

S ρ zG =

∫∫

S

z ρ dS

Avec : S ρ =

∫∫

section

ρ dS

ρ étant la masse volumique moyenne de tous les matériaux présents dans la section. Si
toute la section est composée d’un même matériau (ρ = ρ = cte dans tous les éléments
de surface dS de la section), alors les rapports de masses reviennent à des rapports de
surfaces, et l’expression des coordonnées du centre de gravité de la section s’écrit :

S yG =

∫∫

S

y dS

S zG =

∫∫

S

z dS

Ou encore, de manière discrète :

S
−−→
OG =

n∑

i=1

Si
−−→
OGi Avec : S =

n∑

i=1

Si
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E.1.2 Centre de cisaillement
Ce qu’il faut retenir E.2 Le centre de cisaillement est le point de la section où
l’on peut appliquer un effort tranchant (c’est-à-dire une force dans le plan de la section
(−→y ,−→z )), sans provoquer de moment de torsion (selon −→x ).

P

C

τ = φ e

dS = e dl

T

e

Fig. E.3 – Centre de cisaillement

Autrement dit, si l’on considère un champ de forces −→τ S induit par un effort tranchant
c’est-à-dire une force dans le plan (−→y ,−→z ) appliqué en C, ce champ a un moment résultant
au centre de cisaillement C nul, c’est-à-dire satisfait l’équation :

∫∫

S

−−→
CP ∧ −→τ dS =

−→
0

Avec P le point courant de l’élément de surface dS considéré.

E.1.3 Centre de torsion
Ce qu’il faut retenir E.3 Le centre de torsion est le point autour duquel la section
va tourner lorsque celle-ci est soumise à un moment de torsion pur.

P

Ct

Mt

e

P'
ωx

dωx

dx G J
=

Mt

Fig. E.4 – Centre de torsion

La définition de ce centre de torsion, n’a de valeur que si l’on considère une forme de
type “poutre” avec une ligne moyenne. Par ailleurs, J.-M.Fehrenbach [Feh91] précise que,
pour des poutres longues à section homothétique, ce qui est le cas des voilures classiques
d’avion de ligne, le centre de torsion et le centre de cisaillement sont confondus. C’est un
résultat dont nous nous servirons tout au long de notre étude.

Il peut se démontrer à l’aide du théorème de réciprocité de Maxwell-Betti.
Énoncé du principe (http ://www.duke.edu/ hpgavin/ce131/cstglno.pdf ) :
Le déplacement en un point d’un corps soumis à plusieurs forces directement appliquées
est la somme des déplacements en ce point produits par chaque force prise isolément.

Maxwell-Betti en a déduit le principe de réciprocité : Pour une structure élastique et
linéaire, le travail d’un effort F1 par le déplacement provoqué par un effort F2 est égal
au travail de l’effort F2 par le déplacement provoqué par un effort F1.
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Prenons une poutre (une aile d’avion) que l’on soumet à deux chargements différents.
Le premier chargement : On applique au centre de cisaillement C une force TY (dans la
section : effort tranchant), R(TY ) est la rotation engendré par TY (cad R(TY ) nulle par
définition du centre de cisaillement).

Le second chargement : Cette fois-ci on applique un moment pur de torsion Mt. La
section se met à tourner et le centre de cisaillement C a un déplacement D(Mt).

Théorème de réciprocité :
Le travail d’un effort TY sous l’action d’un effort Mt est égal au travail de l’effort Mt
sous l’action de l’effort TY .

Autrement dit :

Mt R(TY ) = TY D(Mt)

Par définition du centre de cisaillement, R(TY ) = 0. Donc comme TY non nul et Mt
différent de l’infini !, D(Mt) en C est nul. Or, par définition du centre de torsion Ct, Ct

est le point autour duquel la section se met à tourner quand on applique un moment de
torsion pur Mt, c’est-à-dire le point immobile de la section. Donc forcément C = Ct.
CQFD : Les centres de cisaillement C et de torsion Ct sont confondus pour des struc-
tures linéaires et élastiques. Nous considérerons que c’est le cas des voilures d’avions de
transports civils.

E.1.4 Foyer aérodynamique

Ce qu’il faut retenir E.4 Le Foyer aérodynamique F est le point pour lequel le
moment de tangage aérodynamique défini en ce point F ne dépend pas de l’incidence
α.

Le Foyer1 F est un point fixe, où le torseur des efforts aérodynamiques est composée
de la force de portance Cz et d’un moment pur Cmo. Ce moment Cmo ne dépend pas de
l’incidence α, c’est une constante. Pour une aile droite, les foyers des profils sont situés
à environ 25% de la corde en partant du bord d’attaque.

1À ne pas confondre avec le centre de poussée qui est le point où le torseur des efforts aérodynamiques
est uniquement composé de la force de portance. Le moment de tangage y est nul. Notion peu utile,
puisque le centre de poussée n’est pas un point fixe : sa position varie avec l’incidence.
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E.2 Où est le centre de cisaillement ? Méthode analy-

tique

Nous avons vu précédemment la définition du centre de cisaillement (Section E.1.2,

p. 242). Nous explicitons ici la démarche à suivre pour déterminer analytiquement la
position de ce centre de cisaillement C pour des caissons composés d’un même matériau.

Nous décomposons cette méthode en une suite d’étapes que nous explicitons dans
cette section.

Cette méthode sera par la suite utilisée pour des mono-caisson dont l’épaisseur de
peau est constante, ou constante par morceaux. C’est pourquoi, nous préciserons au cours
des étapes, en plus des résultats généraux, les simplifications apportées par l’hypothèse
d’une épaisseur constante.

Considérons une poutre prismatique, dont l’axe −→x est orientée selon la ligne moyenne.
Les axes −→y et −→z perpendiculaires, sont choisis arbitrairement dans le plan de la section,
de manière à former un trièdre directe avec l’axe −→x . Pour les voilures d’avion, l’axe −→x
est porté par le longeron principal.

Aide mémoire : Position du Centre de cisaillement
– Choisir arbitrairement un repère orthonormé direct RO = (O,−→y ,−→z ) dans la

section.
– Déterminer la position du centre de gravité G de la section (Equation E.1,

p. 245).
– Effectuer un changement de repère de RO = (O,−→y ,−→z ) à RG = (G,−→y ,−→z )

(Equation E.2, p. 245).
– Calcul des moments quadratiques Iy, Iz , Iyz (Equation E.3, p. 245).

– En déduire les axes principaux d’inertie (
−→
Y ,

−→
Z ) (Equation E.4, p. 245).

– Effectuer un changement de repère : de RG = (G,−→y ,−→z ) à RG = (G,
−→
Y ,

−→
Z )

(Equation E.6, p. 246).
– En déduire les moments quadratiques dans les axes principaux d’inertie IY ,

IZ (Equation E.5, p. 246).
– Calculer les moments statiques AY , AZ (Equation E.7, p. 246).
– Calculer le flux de contrainte φ en tout point P du profil provoqué par l’ef-

fort tranchant fictif TY (respectivement TZ) appliqué en un point quelconque
M(y, z) (Equation E.10, p. 249), (Equation E.9, p. 247).

– Calculer la position du centre de cisaillement ZC (respectivement YC) par
la résultante nulle des moments de torsion selon −→x (Equation E.12, p. 250).
Lorsque cette résultante est nulle, le point M(y, z) est confondu avec le centre
de cisaillement C(YC , ZC).

Remarque E.1 S’il existe un axe de symétrie, le centre de cisaillement C est forcément
sur cet axe (cf. démonstration [Lar00]). Par conséquent s’il existe deux axes de
symétrie, la position du centre de cisaillement est connue, c’est-à-dire à l’intersection
de ces 2 axes.
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E.2.1 Position du centre de gravité G

Soit un repère orthonormé direct (O,−→y ,−→z ) de la section. Déterminons les coor-
données du centre de gravité G (Section E.1.1, p. 240).

S yG =

∫∫

S

y dS

S zG =

∫∫

S

z dS

Avec l’hypothèse d’une épaisseur de peau e constante (dS = edl), l’expression des coor-
données du centre de gravité G de la section devient :

yG =
1

l

∫

C
y dl

zG =
1

l

∫

C
z dl (E.1)

Les lois qui suivront étant définies par rapport à un repère en G centre de gravité, il est
nécessaire d’effectuer un changement de repère : de RO = (O,−→y ,−→z ) à RG = (G,−→y ,−→z )

[
y
z

]

RG

=

[
y
z

]

RO

−
[
yG

zG

]

RO

(E.2)

E.2.2 Moments quadratiques et axes principaux d’inertie

Nous sommes maintenant dans le repère RG = (G,−→y ,−→z ) avec −→y et −→z axes quel-
conques de la section mais orthonormés et G le centre de gravité de la section. Calculons
les moments quadratiques :

Iy =

∫∫

S

z2dS

Iz =

∫∫

S

y2dS

Iyz =

∫∫

S

yz dS

L’élément de surface dS s’écrit comme le produit de l’épaisseur de peau e par l’abs-
cisse curviligne dl : dS = e dl. Dans l’hypothèse d’une épaisseur de peau e constante,
l’expression des moments quadratiques devient :

Iy = e

∫

C
z2dl

Iz = e

∫

C
y2dl

Iyz = e

∫

C
yz dl (E.3)

Il est maintenant possible de connâıtre la direction des axes principaux d’inertie
−→
Y et−→

Z à π
2 près. Leur direction fait un angle θ avec celle des axes −→y et −→z que nous avions

choisis arbitrairement.

tan(2θ) = − 2Iyz

Iy − Iz
(E.4)
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Nous en déduisons les moments quadratiques principaux de la section IY et IZ :

[
IY 0
0 IZ

]
=

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [
Iy Iyz

Iyz Iz

] [
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
(E.5)

Nous pouvons maintenant faire un changement de repère pour se placer au centre de

gravité G dans les axes principaux d’inertie
−→
Y et

−→
Z : de RG = (G,−→y ,−→z ) à RG =

(G,
−→
Y ,

−→
Z ). Ainsi un vecteur

−→
V RG

dans le repère RG s’exprime dans le repère RG par−→
V RG , grâce à la matrice de passage [P ]RG→RG

:

−→
V RG = [P ]RG→RG

−→
V RG[

y
z

]

RG

=

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

] [
y
z

]

RG

(E.6)

Les expressions des flux de contrainte, que nous utiliserons par la suite, sont spécifiquement
définies dans les axes principaux d’inertie. C’est pourquoi ce changement de repère est
nécessaire.

E.2.3 Moments statiques

Les moments statiques, nécessaire au calcul des flux de contrainte dues à des efforts
tranchants, sont définis par :

AY =

∫∫

S

z dS

AZ =

∫∫

S

y dS

Avec l’hypothèse d’une épaisseur de peau e constante :

AY = e

∫

C
z dl

AZ = e

∫

C
y dl (E.7)

Remarque E.2 Le moment statique AY (respectivement AZ) peut se calculer faci-
lement comme le produit de la surface de l’élément intégré, et de son bras de levier

c’est-à-dire la distance selon
−→
Z (respectivement

−→
Y ) entre le centre de gravité G de

la section et le centre de gravité de l’élément de surface intégré. Cette méthode, très
pratique lorsque la surface de l’élément considérée est connue, permet d’estimer ra-
pidement (sans intégration) les moments statiques. Attention au signe ! Comme tout
calcul de moment, le moment statique a un signe qui est donné par son bras de levier.
Par exemple (Figure E.5, p. 247), prenons une surface S de barycentre Gs. Le mo-
ment statique AY créé par cette surface, peut facilement s’évaluer par le produit de la

surface S et du bras de levier selon
−→
Z à savoir

−−→
GGs.

−→
Z = +a : AY = a S. De même,

le moment statique AZ s’évalue par le produit de la surface S par le bras de levier−−→
GGs.

−→
Y = −b. Attention au signe ! le barycentre de la surface est du côté négatif de

l’axe des
−→
Y . AZ = −b S
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G

Y

Z

GsS
a

b

Fig. E.5 – Les moments statiques peuvent s’évaluer rapidement par le produit de la surface

considérée par le bras de levier entre le centre de gravité de la section G et celui de la surface

considérée Gs : AY = a S et AZ = −b S

E.2.4 Flux de contrainte créée par une force TY (ou TZ)

Nous considérons la section soumise à un effort tranchant fictif TY
−→
Y (respectivement

TZ
−→
Z ) qui nous permettra de déduire la position du centre de cisaillement ZC (respecti-

vement YC).

Cette force crée des contraintes τ qui se répartissent dans le caisson. Au lieu d’étudier
directement ces contraintes, nous étudions les flux de contrainte φ c’est-à-dire le produit
de la contrainte τ et de l’épaisseur de peau e.

φ = τ e

Nous commençons par calculer le flux en un point donné de la section (point de départ
de calcul des flux du profil), où existe un flux φ0.

∮

C

φ

e
dl = 0 =

∮

C

(
φ0

e
− TY

e IZ
AZ

)
dl (E.8)

Pour une épaisseur de peau e constante, φ0 se calcule par :

φ0 =
TY

l IZ

∮

C
AZdl (E.9)

(
respectivement : φ0 =

TZ

l IY

∮

C
AY dl

)

Avec l, le périmètre du caisson, c’est-à-dire l’intégrale de l’abscisse curviligne dl : l =
∮
C dl.
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MM'

O

C

Ty

G

Y

Z

Fig. E.6 – Si l’axe Y est axe de symétrie du profil, alors le flux φO (point d’intersection du

profil et de l’axe Y ) provoqué par un effort tranchant TY , est nul (Remarque E.3, p. 248).

Remarque E.3 Si l’axe
−→
Y est axe de symétrie du profil, alors le flux φ0 provoqué

par un effort tranchant TY
−→
Y , est nul aux points d’intersection du profil et de l’axe

−→
Y .

En effet (Figure E.6, p. 248), soit M un point courant du caisson de symétrie
−→
Y , M’

son symétrique, et O un des points d’intersection du caisson avec l’axe de symétrie
−→
Y .

Alors les moments statiques se calculent par :

AZ(O → M) = e

∫ M

O

ydl

AZ(O → M ′) = e

∫ M′

O

ydl = −e

∫ O

M′

ydl

M et M’ étant symétriques, les parcours dl sont égaux et les bras de levier y sont
identiques.

AZ(O → M ′) = −e

∫ O

M′

ydl = e

∫ M

O

ydl = −AZ(O → M)

Le moment statique AZ est donc anti-symétrique. Le flux de contrainte en O qui est
l’intégrale sur le caisson complet est donc nul.

φ0 =
TY

l IZ

∮

C

AZdl

De même pour tout autre point O’ à l’intersection du caisson et de l’axe de symétrie−→
Y .
Réciproquement, si l’axe

−→
Z est axe de symétrie, alors le flux φ0 provoqué par un effort

tranchant TZ
−→
Z est nul aux points d’intersection du profil et de l’axe

−→
Z .
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Ensuite, le flux en tout point courant M du profil se déduit par la formule de Bredt :

φ = φ0 −
TY

IZ
AZ (E.10)

(
respectivement : φ = φ0 −

TZ

IY
AY

)

φ est le flux au point courant M(y, z)

φ0 est le flux au point O (Equation E.9, p. 247)

TY est la force appliquée dans le plan (y,z)

IZ est le moment quadratique du caisson

AZ est le moment statique de l’élément de caisson compris entre O et le point courant
M . Il dépend donc des coordonnées du point courant M .

Remarque E.4 Attention, ces relations ne sont valables que dans un repère de centre

G et d’axes principaux d’inertie (
−→
Y ,

−→
Z ).

E.2.5 Coordonnées du centre de cisaillement

Les coordonnées du centre de cisaillement C se déduisent de sa définition (Section

E.1.2, p. 242) : un effort tranchant appliqué en C ne crée pas de moment de torsion.
∫∫

S

−−→
CP ∧ −→τ dS =

−→
0

Or un moment
−−→
Mt

C provoqué par TY et calculé en C peut se transporter en G par la
relation suivante :

−−→
Mt

C =
−−→
Mt

G +
−−→
CG ∧ TY

−→
Y

Cela revient dans notre cas, à :
∫∫

S

−−→
GP ∧ −→τ dS =

−−→
GC ∧ TY

−→
Y

(
respectivement =

−−→
GC ∧ TZ

−→
Z
)

La contrainte τ créée par l’effort tranchant TY , est liée au flux de contrainte φ, par
la relation suivante :

−→τ =
φ

e
−→n

Le vecteur unitaire −→n porte le flux φ, c’est-à-dire qu’il est tangent à l’élément de contour
dl considéré :

−→n =




0
dy
dl
dz
dl





Par ailleurs dS = e dl, ce qui donne :
∫∫

S

−−→
GP ∧ −→τ dS =

−−→
GC ∧ TY

−→
Y

∮

C

−−→
GP ∧ φ

e
e dl −→n =

−−→
GC ∧ TY

−→
Y

∮

C
φ




0
y
z


 ∧




0
dy
dz


 =




0
YC

ZC


 ∧




0
TY

0
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En projetant sur l’axe de torsion −→x :

∮

C
φ (ydz − zdy) = −ZCTY (respectivement = YCTZ) (E.11)

Soit finalement, grâce aux équations précédentes (Equation E.11, p. 250), (Equation E.10,

p. 249) et (Equation E.9, p. 247) :

ZC = − 1

TY

∮

C
φ (ydz − zdy)

= − 1

TY

∮

C

(
φ0 −

TY

IZ
AZ

)
(ydz − zdy)

= − φ0

TY

∮

C
(ydz − zdy) +

1

TY

∮

C

TY

IZ
AZ (ydz − zdy)

= −
TY

l IZ

∮
C AZdl

TY

∮

C
(ydz − zdy) +

1

IZ

∮

C
AZ (ydz − zdy)

ZC =
1

IZ

(∮

C
AZ (ydz − zdy) − 1

l

∮

C
AZdl

∮

C
(ydz − zdy)

)
(E.12)

respectivement :

YC =
1

IY

(∮

C
AY (ydz − zdy)− 1

l

∮

C
AY dl

∮

C
(ydz − zdy)

)

E.3 Exemples d’application

Après avoir exposé la méthode pour déterminer la position du centre de cisaillement C,
nous allons maintenant donner quelques exemples pour des mono-caissons, représentatifs
de caisson travaillant de voilure : caisson rectangulaire à épaisseur constante, caisson
“cercueil” à épaisseur constante, et caisson “cercueil B” à épaisseur de peau constante
par morceaux. Dans ces exemples développés ci-dessous, nous retiendrons au final le
modèle “Cercueil B” qui a une solution analytique assez simple et qui donne une bonne
idée de la position du centre de cisaillement.

E.3.1 Caisson rectangulaire

Une modélisation simple du caisson travaillant couramment utilisée est celle d’un
rectangle. C’est ce que nous allons étudier dans ce paragraphe. Un caisson rectangulaire à
épaisseur de peau e constante, a deux axes de symétrie distincts. Par conséquent, le centre
de gravité G et le centre de cisaillement C sont confondus et se situent à l’intersection de
ces deux axes de symétrie, soit au milieu du caisson. La position des centres de section
est donc connues.

Néanmoins, à titre d’exemple applicatif de la méthode présentée précédemment pour
trouver le centre de cisaillement (Section E.2, p. 244), supposons que ce résultat nous soit
inconnu et retrouvons-le.

Soit un caisson rectangulaire à épaisseur de peau constante défini par la figure (Figure

E.7, p. 251). Étant donnée la géométrie de la pièce, le centre de gravité G est au milieu

250 30 juin 2007



E.3 Exemples d’application SupAéro-Onéra

Z

B

A
O

2
a

e

G

O'

Y

Ty

2b

dl

Fig. E.7 – Caisson rectangulaire à épaisseur de peau e constante.

du caisson et les axes principaux d’inertie
−→
Y et

−→
Z sont choisis parallèles aux côtés du

caisson comme le montre la figure (Figure E.7, p. 251).

Cherchons la position du centre de cisaillement C sur l’axe
−→
Z , c’est-à-dire ZC . Pour

cela, appliquons un effort tranchant fictif TY selon l’axe
−→
Y supposé appliqué au centre de

cisaillement C que nous cherchons. Par définition, cet effort tranchant appliqué en C ne
doit pas induire de moment de torsion. Calculons d’abord les flux de contrainte engendrés

par cet effort tranchant TY . L’axe G
−→
Y étant axe de symétrie et l’effort tranchant étant

porté par ce même axe TY
−→
Y , alors les flux φO et φO′ provoqués par TY aux points O et

O′ (points d’intersection du caisson et de G
−→
Y ) est nul (Remarque E.3, p. 248).

φO =
TY

l IZ

∮

C
AZdl = 0

φO′ = 0

Calculons maintenant les flux de contrainte à partir du point O.
Soit P(y,z) un point courant du segment considéré. L’expression des flux de contrainte φ
est donné par :

P compris entre O et A : φP = φO − TY

IZ
AZ(O → P )

= −TY

IZ
AZ(O → P ) = −TY

IZ
e

∫ P

O

y dl

= −TY

IZ
(e z)a

P en A (z=b) : φA =
TY

IZ
e b a

P compris entre A et B : φP = φA − TY

IZ
AZ(A → P )

= φA − TY

IZ
(y − (−a))e

(y + (−a))

2

=
TY

IZ
e b a − TY

IZ

y2 − a2

2
e

=
TY

IZ

e

2

(
2 b a + a2 − y2

)

P en B (y=a) : φB =
TY

IZ
e b a
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SupAéro-Onéra Chapitre E - Les centres de section

P compris entre B et O’ : φP = φB − TY

IZ
AZ(B → P )

=
TY

IZ
e b a − TY

IZ
(z − (−b)) e a

=
TY

IZ
(e b a − (z + b)e a)

= −TY

IZ
e z a

P en O’ (z=0) : φO′ = 0

Les flux dans l’autre partie du caisson se déduisent par symétrie (c’est l’opposé). Le
flux φ0, donc la contrainte τ = φ

e a une distribution linéaire en fonction de l’abscisse
curviligne de O à A, puis parabolique de A à B avec un maxima au milieu de AB, et
enfin de nouveau linéaire de B à O′.

L’effort tranchant TY étant appliqué en C, centre de cisaillement, le flux qu’il crée ne
doit pas provoquer de moments de torsion, soit :

ZC IZ = −
∮

C




1

l

∮

C
AZdl

︸ ︷︷ ︸
=0, (φO=0)

−AZ


 (ydz − zdy)

=

∫

C
AZ (ydz − zdy)

=

∫

O→A

AZ (ydz − zdy) +

∫

A→B

+

∫

B→O′

+ . . .

=

∫ z=−b

z=0

AZ ydz −
∫ y=a

y=−a

AZ zdy +

∫ z=0

z=−b

AZ ydz + . . .

=

∫ z=−b

z=0

e z a ydz −
∫ y=a

y=−a

e

2

(
2 b a + a2 − y2

)
zdy +

∫ z=0

z=−b

e z a ydz + . . .

= 0 Les intégrales s’annulent deux à deux (caisson symétrique)

La distance entre le centre de gravité G et le centre de cisaillement C est nul : GC =
ZC = 0. Nous constatons donc que le centre de cisaillement C et le centre de gravité G
sont confondus, et par conséquent que le centre de cisaillement, d’un caisson rectangulaire
à épaisseur de peau constante, se trouve bel et bien au milieu du rectangle.

E.3.2 Caisson “Cercueil simple”

Une modélisation du caisson travaillant encore plus fine que le rectangle est le le
caisson dit “cercueil simple” composé de deux trapèzes isocèles réunis (Figure E.8, p. 253).
Sa géométrie est mieux adaptée aux formes du caisson travaillant réel. Ce modèle peut
permettre de modéliser un caisson dont la hauteur h1 est du côté du bord d’attaque, h2

est du côté du bord de fuite, et h est l’épaisseur maximale du profil.

O yO= 0 zO=d
2 − lG O′ yO′= 0 zO′=−

(
d
2 + lG

)

A yA=h1

2 zA=zO F yF =−yA zF =zO

B yB= h
2 zB=zO − lE E yE =−yB zE =zB

K yK=h2

2 zK=zO′ D yD =−yK zD =zO′
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A B

K

O'O

D

EF

M
G

d

d/2lGlE

h1 h2
Z

Y

h

Fig. E.8 – Modélisation d’un caisson de voilure sous forme de “cercueil”.

Les distances entre les sommets peuvent, étant donné les petits angles du trapèze2, faire
l’objet d’une approximation au premier ordre :

lOA = h1

2 lAB ≈ lE
lBK ≈ d − lE lKO′ = h2

2

La longueur du périmètre l du “cercueil” avec l’approximation suivante devient :

l = 2 (lOA + lAB + lBK + lKO′)

≈ h1 + 2d + h2

Commençons par déterminer où est le centre de gravité. Le centre de gravité G est
forcément sur la droite OO′ puisque le caisson est symétrique. Il reste donc à trouver la

position du centre de gravité selon l’axe
−→
Z .

Soit le point M milieu du caisson, c’est-à-dire le milieu du segment OO′. La distance
lG entre le centre de gravité G et le milieu M du caisson représente la position du centre
de gravité G, c’est-à-dire le barycentre des masses présente dans la section : Mais comme
la section est composée d’un même matériau, cela revient à un barycentre de surface.

S
−−→
MG =

n∑

i=1

Si
−−−→
MGi

L’épaisseur de peau e étant supposée constante, les surfaces s’expriment simplement en
fonction de l’abscisse curviligne dl :

dS = e dl

S = e l

l
−−→
MG =

n∑

i=1

dli
−−−→
MGi

2Le caisson type “cercueil”, épousant le profil de l’aile d’un avion, a des angles ÔAB et B̂KO′ proches

de l’angle droit. Par conséquent, les segments AB et BK et leur projection respective sur l’axe
−→
Z sont

du même ordre de grandeur.
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Le caisson étant symétrique (selon
−→
Z ), la position du centre de gravité G par rapport

au milieu M du caisson, peut être estimée par :

MG = lG =
d
2 lOA +

(
d
2 − lE

2

)
lAB −

(
d
2 − d−lE

2

)
lBK − d

2 lKO′

l
2

≈
d
2

h1

2 +
(

d
2 − lE

2

)
lE −

(
d
2 − d−lE

2

)
(d − lE) − d

2
h2

2
l
2

≈
d
2 lOA − d

2 lKO′

1
2 (h1 + 2d + h2)

(E.13)

(Avec le périmètre : l = 2 (lOA + lAB + lBK + lKO′) ≈ h1 + 2d + h2)
Finalement :

lG ≈ d

2

h1 − h2

h1 + 2d + h2

La différence de hauteur des côtés du caisson travaillant h1 et h2 étant faible, le centre
de gravité G est très proche du milieu du caisson M : MG = lG ≈ 0. Cette longueur lG
est bien évidemment nulle pour un caisson de forme rectangle h1 = h2 : centre de gravité
et de cisaillement sont confondus.

Le caisson étant symétrique, les axes principaux d’inertie sont ceux déjà utilisés (Fi-

gure E.8, p. 253) :
−→
Y ,

−→
Z .

Étant donnée la symétrie selon O
−→
Z du caisson, le centre de cisaillement C se trouve

forcément sur le segment OO′ : YC = 0. Reste à déterminer la position selon
−→
Z . Pour

cela, nous appliquons un effort tranchant fictif TY
−→
Y en C. Calculons le flux de contrainte

engendré par cette force. Prenons comme point de départ d’intégration le point O. Le
flux en ce point est donnée par l’intégrale du moment statique sur l’ensemble du contour
fermé C (Equation E.9, p. 247) :

φO =
TY

l IZ

∮

C
AZdl

Trouver l’expression de ce flux revient à résoudre (Equation E.8, p. 247) :

∮

C

φ

e
dl = 0

Mais cela nécessite la connaissance du flux de contrainte en chaque point du caisson. En
première approximation, il est possible de considérer des flux moyens. Approximation a
priori forte mais qui, comme nous le verrons par la suite, donne au final de bons résultats.
Le caisson étant d’épaisseur constante, et symétrique, l’expression reliant les différents
flux devient dans ce cas :

φO + φA

2
lOA +

φA + φB

2
lAB +

φB + φK

2
lBK +

φK + φO′

2
lKO′ = 0
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Les autres flux se déduisent par la formule de Bredt (Equation E.10, p. 249) :

φA = φO − TY

IZ
AZ(O → A)

= φO − TY

IZ
e

h1
2

8

φB = φA − TY

IZ
e lAB

h + h1

4
≈ φA − TY

IZ
e lE

h + h1

4

φK = φB − TY

IZ
e lBK

h + h2

4
≈ φB − TY

IZ
e (d − lE)

h + h2

4

φO′ = φK − TY

IZ
e

h2
2

8
φF = φA

φE = φB

φD = φK

La résolution de ce système abouti à l’expression du flux φO suivante :

φO =
TY

IZ

e

l

(
dh1

2

4 + h2dh
4 − dlEh2

2 + dlEh1

2 + h2lEh1

4 + d2h
4 + d2h2

4

− lE
2h1

4 + lE
2h2

4 + h2h1
2

8 − lEh2
2

4 + dh2
2

4 + h1
3

16 + h2
3

16

)

=
TY

IZ

e d

16 l

(
4 h1

2 + 4 h2h − 8 lEh2 + 8 lEh1 + 4h2lEh1

d + 4 dh + 4 dh2

− 4lE
2h1

d + 4lE
2h2

d + 2h2h1
2

d − 4lEh2
2

d + 4 h2
2 + h1

3

d + h2
3

d

)

=
TY

IZ

e d

16 l

(
4 d(h + h2) + 4 (h1

2 + h2h + h2
2) + 8 lE(h1 − h2)

+ 4h2lEh1−4lE
2h1+4lE

2h2+2h2h1
2−4lEh2

2+h1
3+h2

3

d

)

Calculons le moment quadratique de la section IZ (Equation E.5, p. 246) :

IZ = e

∫

C
y2dl

=
e

2

(
yA

2 h1

2
+ (yB + yA)2lE + (yK + yB)2(d − lE) + yK

2 h2

2

)

=
e

2

(
h1

3

8
+

(
h1

2
+

h

2

)2

lE +

(
h

2
+

h2

2

)2

(d − lE) +
h2

3

8

)

=
e

16

(
h1

3 + 2 lE h1
2 + 4 lE h1 h + 2 h2 d + 4 h h2 d

−4 h h2 lE + 2 h2
2 d − 2 h2

2 lE + h2
3

)

=
e d

16

(
2 (h + h2)

2 + h1
3+2 lE h1

2+4 lE h1 h−4 h h2 lE−2 h2
2 lE+h2

3

d

)

L’effort tranchant fictif TY
−→
Y appliqué au centre de cisaillement C ne crée pas de moment
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de torsion, ce qui se traduit par (Equation E.11, p. 250) :
∫

C
φ (ydz − zdy) = −ZCTY

=

φO+φA

2

(
yO+yA

2 (zA − zO) − zO+zA

2 (yA − yO)
)

+ . . .
φA+φB

2

(
yA+yB

2 (zB − zA) − zA+zB

2 (yB − yA)
)

+ . . .
φB+φK

2

(
yB+yK

2 (zK − zB) − zB+zK

2 (yK − yB)
)

+ . . .
φK+φO′

2

(
yK+yO′

2 (zO′ − zK) − zK+zO′

2 (yO′ − yK)
)

+ . . .

φO′+φD

2

(
yO′+yD

2 (zD − zO′) − zO′+zD

2 (yD − yO′)
)

+ . . .
φD+φE

2

(
yD+yE

2 (zE − zD) − zD+zE

2 (yE − yD)
)

+ . . .
φE+φF

2

(
yE+yF

2 (zF − zE) − zE+zF

2 (yF − yE)
)

+ . . .
φF +φO

2

(
yF +yO

2 (zO − zF ) − zF +zO

2 (yO − yF )
)

=

(φO + φA) (−zO yA) + . . .
(φA + φB)

(
yA+yB

2 (zB − zO) − zA+zB

2 (yB − yA)
)

+ . . .
(φB + φK)

(
yB+yK

2 (zK − zB) − zB+zK

2 (yK − yB)
)

+ . . .
(φK + φO′) (zO′ yK)

Il reste à résoudre cette dernière équation. Ces calculs assez laborieux, effectués en pa-
rallèle à la main et à l’aide de Maple, puis validé à l’aide de Matlab sur divers exemples,
ont permis de déterminer la position ZC du centre de cisaillement :

ZC =




16 d2 lE h1 h − 8 d lE h1
2 lG − 24 d lE

2 h2 h1 − 16 d2 lE h2 h

+8 d2 lE h2 h1 − 6 h2 lE h1
2 d − 4 h2 lE h1

2 lG − 8 h2 d2 h h1

−4 h2 d h2 lG − 16 d2 h2 lG h − 16 lE
2 h1 d h + 16 lE

2 h2 d h

+8 d lE
2 h1

2 + 4 d2 lE h1
2 − 8 d2 h2 lG + 12 h2 lE

2 h1
2 + 6 h2 d2 h2

−2 h1
3 d h + 16 lE

3 h2 h1 − 12 lE
2 h2

2 h1 + 8 d2 h2
2 h − 6 d2 h2

2 h1

+2 h2
3 lE h1 + 2 h2

3 d h − h2
3 h1 d − 2 h2

3 lG h1 − 4 lE
2 h h1

2

−8 d2 lE h2 + 2 h1
3 lE d − 4 h1

3 lE lG + 4 d3 h2 − 2 h1
4 lE + h1

4 d

−2 h1
4 lG − 8 lE

3 h1
2 − 4 h1

3 lE
2 − 8 lE

3 h2
2 + 4 lE

2 h2
3 + h2

4 d

−2 h2
4 lE − 2 h2

4 lG + 2 h1
3 d2 − 4 h2

2 d3 − 16 d lE h1 lG h

+16 d lE h2 lG h + 16 h2 lE h1 d h − 8 h2 d h lG h1 − 12 lE h2
2 d h

+18 lE h2
2 h1 d + 8 lE h2

2 lG h + 4 lE h2
2 lG h1 − 8 d h2

2 lG h

−4 d h2
2 lG h1 − 4 lE h2 h1 d − 4 lE h h1

2 d − 8 lE h h1
2 lG

−4 lE h2 h2 d + 8 d lE h2
2 lG − 4 d h2 h1 lG − 4 h1

3 d lG − 8 h2
2 d2 lG

−4 d2 lE h2
2 + 16 d lE

2 h2
2 − h1

3 d h2 + 2 h1
3 lE h2 − 2 h1

3 lG h2

−6 lE h2
3 d + 4 lE h2

3 lG − 8 d h2
3 lG + 4 lE

2 h h2
2 − 2 d2 h2 h1




2

(
h1

3 + 2 h1
2 lE + 4 lE h h1 + 2 d h2 + 4 h2 d h

−4 lE h h2 + 2 d h2
2 − 2 lE h2

2 + h2
3

)
(h1 + h2 + 2 d)

(E.14)

Ce résultat analytique a été validé à l’aide de Maple. Cette modélisation du caisson
travaillant sous forme de “cercueil simple” sera également validé par la suite à l’aide de
Matlabpar rapport à une résolution exacte des caissons ayant la forme de profils réels
(Section E.4, p. 266). Malheureusement, cette expression est loin d’être simple ! Mais tout
n’est pas perdu. . . Ce résultat a déjà été obtenu en faisant une approximation du premier
ordre : négliger (h− h1) devant lE et (h− h2) devant d

2 . Nous allons mettre en évidence
les termes négligeables afin de simplifier davantage cette expression. Pour cela, prenons
des variables sans dimensions, rapportées à la longueur du caisson d.

Posons : hi =
hi

d
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Par ailleurs, Pour des profils courants, les hauteurs sans dimensions des côtés h1 et h2

peuvent s’exprimer en fonction de la hauteur sans dimension h :

h1 = h (1 + ε1)

h2 = h (1 + ε2)

En pratique, les hauteurs h, h1 et h2 sont voisines. De ce fait, les epsilons ε1 et ε2 sont
petits. La position du centre de cisaillement ZC devient un rapport de polynômes croisés
en ε1 et ε2 dont nous négligerons les termes très petits εn

1 et εn
2 . Les hi sont aussi des

quantités petites (de l’ordre de grandeur des épaisseurs relatives des profils), leur produits
respectifs seront négligés.

La position lG du centre de gravité G par rapport au milieu du caisson M (Equation

E.13, p. 254) peut s’exprimer par les hauteurs sans dimensions et les ε1 et ε2 :

lG =
d

2

h (1 + ε1) − h (1 + ε2)

h (1 + ε1) + h (1 + ε2) + 2

Finalement la position du centre de gravité G de la section par rapport au milieu M du
caisson est donnée par :

lG =
d

2

h (ε1 − ε2)

h (2 + ε1 + ε2) + 2

En remplaçant lG dans l’expression de la position du centre de cisaillement ZC , et en ne
conservant que les termes du premier ordre en hi, ε1 et ε2, nous obtenons :

ZC =
d

2

(5 ε2 − 9 ε1) h + 8 (2 ε1 − ε2) lE − 2 ε2 (2 − ε2)

(7 ε1 + 15 ε2 + 10)h + 8(ε1 − ε2)lE + 2(h
2
+ ε22) + 8(ε2 + 1)

(E.15)

Remarque E.5 Pour un caisson de forme rectangulaire, nous avions vu que les centres
de gravité G et de cisaillement C et milieu du caisson M étaient confondus (Section
E.3.1, p. 250). Le modèle “Cercueil simple” vérifie ce résultat, puisque dans le cas d’un
caisson rectangulaire, h1 = h2 = h ce qui se traduit par ε1 = ε2 = 0. Alors nous avons
ZC = 0 et lG = 0. Donc G, C et M sont confondus.

Remarque E.6 Le terme au dénominateur en 4(h
2

+ ε22) peut a priori sembler
négligeable. En fait, il vaut mieux garder ce terme car le supprimer détériore sen-
siblement la précision du modèle. C’est pourquoi nous le garderons.

ZC est la position du centre de cisaillement C par rapport au centre de gravité G :
ZC = GC. Or la position du centre de gravité est à déterminer pour chaque caisson : ce
n’est pas un point de référence fixe. Prenons plutôt le point M , le milieu du caisson. La
position du centre de cisaillement par rapport à M est donnée par la somme de lG et
ZC :

MC = MG + GC

= lG + ZC

Nous avons rendu les hauteurs sans dimension hi en prenant comme référence la
longueur du caisson d. Cette longueur d est elle même une proportion du profil, un
pourcentage de la corde du profil ` .

d = d̃ `
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La longueur du caisson d représente (Figure E.11, p. 267) environ 40% de la corde ` :

d̃ ≈ 0.4.
Posons h̃i, les grandeurs sans dimension rapportées à la corde du profil hi

` :

h̃i =
hi

`

Nous adopterons cette notation à l’exception de la hauteur h rapportée à la corde du
profil qui n’est autre que l’épaisseur relative du profil :

h̃ =
h

`
= er

L’intérêt de cette notation est justement de faire apparâıtre l’épaisseur relative er qui est
une grandeur généralement connue dans les études de masse voilure (le choix du profil est
fait). Nous obtenons finalement, l’expression finale du modèle “Cercueil simple” (Table

E.1, p. 259).

Afin d’avoir quelques ordres de grandeurs en tête, voici les grandeurs sans dimensions,
caractéristiques de profils réels (Section E.4, p. 266), utilisées par le modèle Cercueil simple

(d̃ ayant été pris à 40%) :

Nom du profil er l̃E ε1 ε2
BOEING 737 ROOT AIRFOIL 0.154 0 -0.00058 -0.347
BOEING 737 MIDSPAN AIRFOIL 0.126 0.08 -0.0247 -0.311
BOEING 737 MIDSPAN AIRFOIL 0.1 0.18 -0.146 -0.227
BOEING 737 OUTBOARD AIRFOIL 0.108 0.2 -0.169 -0.165
KC-135 BL52.44 AIRFOIL 0.155 0.16 -0.122 -0.259
KC-135 BL124.32 AIRFOIL 0.13 0.19 -0.154 -0.209
KC-135 BL200.76 AIRFOIL 0.106 0.21 -0.172 -0.168
KC-135 BL351.6 AIRFOIL 0.0899 0.21 -0.169 -0.167
NACA 0012 AIRFOILS 0.12 0.1 -0.044 -0.24

En considérant des valeurs moyennes : ε1 = −0.11, ε2 = −0.23, l̃E = 0.148 et d̃ = 0.4,
le modèle “cercueil simple” se simplifie à :

lG = 0.024
` er

1.66 er + 0.8

ZC = 0.2
` (0.42 − 0.16 er)

5 er
2 + 5.78 er + 2.65
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Modèle Cercueil simple :
Position des centres de gravité G et de cisaillement C :

lG = − `

2

er (ε2 − ε1) d̃

er (ε1 + ε2) + 2 (er + d̃)

ZC =
`

2
d̃

(5 ε2 − 9 ε1) er + 8 (2 ε1 − ε2) l̃E − 2 ε2 (2 − ε2) d̃

(7 ε1 + 15 ε2 + 10)er + 8(ε1 − ε2)l̃E + 2( er
2

d̃
+ ε22d̃) + 8(ε2 + 1)d̃

Variables :
d : Profondeur du caisson travaillant m

e : Épaisseur de peau du revêtement (supposée constante dans
ce modèle)

m

er : Épaisseur relative du profil, ratio épaisseur maximale/corde
lE : Distance entre le côté gauche du caisson (de hauteur h1) et

la position de l’épaisseur maximale h
m

lG : Position du centre de gravité par rapport au milieu M du
caisson : lG = MG

m

h : Épaisseur maximale du profil correspondant à la hauteur
maximale du caisson travaillant

m

h1 : Côté gauche du caisson travaillant (côté bord d’attaque) m
h2 : Côté droit du caisson travaillant (côté bord de fuite) m

l : Périmètre du caisson travaillant m
` : Corde du profil m
x̄ : Grandeur sans dimension rapportée à la profondeur du cais-

son x̄ = x
d

x̃ : Grandeur sans dimension rapportée à la corde du profil
x̃ = x

`

ZC : Coordonnée du centre de cisaillement C dans le repère

(G,
−→
Y ,

−→
Z ) : ZC = GC

m

ε1 : Proportion de la hauteur h1 par rapport à la hauteur h :
h1 = h (1 + ε1)

ε2 : Proportion de la hauteur h2 par rapport à la hauteur h :
h2 = h (1 + ε2)

Mode d’obtention : Analytique. Le caisson travaillant est assimilé à un
double-trapèze (cercueil) d’épaisseur de peau e constante.

Précision : Par rapport à des caissons travaillants (e = cte) épousant la forme
exacte de profils : 0.01% pour le centre de gravité G et 0.67% pour le
centre de cisaillement. (Table E.3, p. 269).

Domaine de définition : Caisson de voilure à épaisseur de peau constante
(Figure E.8, p. 253). Le caisson “Cercueil simple” est choisi avec les bords du
caisson cercueil h1 et h2 définis par les coupures du profil au bord d’attaque
(pour les becs) et de fuite (pour les volets). La hauteur h correspond à
l’épaisseur maximale du profil et la distance lE est liée à la position de
cette dernière.

Tab. E.1 – Modèle Cercueil simple : modélisation du caisson travaillant sous forme de
cercueil à épaisseur de peau constante.
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E.3.3 Caisson “Cercueil complet”

Jusqu’à présent, nous avons considéré des caissons à épaisseur e constante. Ce n’est
généralement pas le cas des caissons réels. Chaque partie de caisson reprend des sol-
licitations différentes (flexion, torsion, cisaillement. . . ), l’épaisseur est dimensionnée en
conséquence. La répartition de ces différentes épaisseurs change la position des centres
de gravité G et de cisaillement C. C’est pourquoi dans ce paragraphe, nous modélisons
le caisson par un “Cercueil complet”. C’est un caisson de la même forme que celui “Cer-
cueil simple” mais ayant des épaisseurs différentes selon les côtés considérés. En somme
c’est un caisson à épaisseur constante par morceaux. Nous obtiendrons alors un modèle
analytique proche des caisson réels qui sera retenu au final pour l’étude des moments de
torsion.

A B

K

O'O

D

EF

MG

d

d/2lGlE

h1 h2
Z

Y

h

e1

e2

e e'

Fig. E.9 – Cercueil complet : Modélisation d’un caisson de voilure sous forme de cercueil à

épaisseur de peau constante par morceaux.

Le caisson n’ayant pas de symétrie, pour connâıtre la position du centre de cisaille-

ment, il faudrait appliquer un effort tranchant fictif TY
−→
Y pour déterminer la position

ZC , puis considérer un effort tranchant TZ
−→
Z pour déterminer la position YC . Mais rap-

pelons que seule la position des centres de sections selon
−→
Z sont utiles pour le calcul

des moments de torsions. En effet, les efforts appliqués à la section sont principalement

selon
−→
Z : les moments dues aux composantes des forces selon

−→
Z sont considérés comme

négligeables par rapports aux moments dus aux composantes des forces selon
−→
Y . La

trâınée aérodynamique est faible devant la portance (en croisière, il n’est pas rare d’avoir
une finesse de l’ordre de 15 pour les avions de transport civils. Autrement dit la trâınée
représente un-quinzième de la portance !). Par ailleurs, le bras de levier servant au calcul

des moments de torsion est plus faible selon
−→
Z que selon

−→
Y : la composante selon

−→
Z

du vecteur foyer/centre de cisaillement
−−→
FC est beaucoup plus grande que celle selon

−→
Y

pour des caissons de voilure. Par conséquent le moment de torsion due à la trâınée est
négligeable devant celui du à la portance.

Position du centre de gravité : La position du centre de gravité se détermine par
un calcul de barycentre de la section (Section E.1.1, p. 240). Posons GMiMj le centre de
gravité de la peau comprise entre Mi et Mj. La position du centre de gravité G par

260 30 juin 2007



E.3 Exemples d’application SupAéro-Onéra

rapport au milieu du caisson M est donnée par :

−−→
MG =

(
h1 e

−−→
MO + lE e1

−−−−→
MGAB + (d − lE) e1

−−−−−→
MGBK

+h2 e′
−−−→
MO′ + (d − lE) e2

−−−−→
MGDE + lE e2

−−−−→
MGEF

)

h1 e + d (e1 + e2) + h2 e′

Avec les vecteur
−−−−−−→
MGMiMj dans le repère (

−→
Y ,

−→
Z ) :

−−→
MO =

[
0
d
2

]
,

−−−−→
MGAB =

[
h1+h

4
d
2 − lE

2

]
,

−−−−−→
MGBK =

[
h+h2

4

−
(

d
2 − d−lE

2

)
]

,

−−−→
MO′ =

[
0
− d

2

]
,

−−−−→
MGDE =

[
−h+h2

4

−
(

d
2 − d−lE

2

)
]

,
−−−−→
MGEF =

[
−h1+h

4
d
2 − lE

2

]

−−→
MG =

1

h1 e + h2 e′ + d (e1 + e2)

[
1
4 (e1 − e2) (d(h2 + h) + lE(h1 − h2))

1
2d (h1 e − h2 e′)

]

(
−→
Y ,

−→
Z )

=

[
lGY

lGZ

]

(
−→
Y ,

−→
Z )

En posant lGY et lGZ les coordonnées du centre de gravité G par rapport au milieu du
caisson M :

lGY =
1
4 (e1 − e2) (d(h2 + h) + lE(h1 − h2))

h1 e + h2 e′ + d (e1 + e2)

lGZ =
1
2d (h1 e − h2 e′)

h1 e + h2 e′ + d (e1 + e2)

Pour simplifier l’expression analytique nous définissons les deux variables suivantes :

em =
e1 + e2

2
∆e = e1 − e2

La position du centre de gravité G par rapport au milieu M du caisson est donc donné
par :

Position du centre de gravité du caisson “Cercueil complet”

−−→
MG.

−→
Y = lGY =

1
4 (∆e) (d(h2 + h) + lE(h1 − h2))

h1 e + h2 e′ + 2 d em

−−→
MG.

−→
Z = lGZ =

1
2d (h1 e − h2 e′)

h1 e + h2 e′ + 2 d em

Dans le cas de deux longerons ayant la même épaisseur e = e′, et la même épaisseur
de peau supérieure et inférieure e1 = e2, la position du centre de gravité se simplifie par :

lGY = 0

lGZ =
d

2

(h1 − h2) e

(h1 + h2) e + 2 d e1
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Calcul des moments quadratiques IY et IZ : Même si le caisson n’a plus les
propriétés de symétrie due aux différentes épaisseurs, nous supposerons les directions
principales restent inchangées par rapport au modèle caisson Cercueil (Figure E.8, p. 253).
Les angles des trapèzes formant le cercueil sont, en pratique (caissons réels), petits. Par
conséquent, le moment quadratique Iyz ≈ 0, les directions principales sont donc les axes
déjà utilisés.

Les moments quadratiques du “Cercueil complet” se calculent de la même manière
que pour le caisson “Cercueil simple” (à la différence près des épaisseurs de peau).

IZ =

(
h1

2
− lGY

)
e

(
h1

2 − lGY

2

)2

+ lE e1

(
h + h1

4
− lGY

)2

+ (d − lE) e1

(
h2 + h

4
− lGY

)2

+

(
h2

2
− lGY

)
e′
(

h2
2 − lGY

2

)2

+

(
h1

2
+ lGY

)
e

(
h1

2 + lGY

2

)2

+ lE e2

(
h + h1

4
+ lGY

)2

+ (d − lE) e2

(
h2 + h

4
+ lGY

)2

+

(
h2

2
+ lGY

)
e′
(

h2
2 + lGY

2

)2

=
1

4
e h1

(
h1

2

4
+ 3 lGY

2

)
+

1

4
e′ h2

(
h2

2

4
+ 3 lGY

2

)

+ lE

(
(h1 + h)2

8
em + 2 lGY

2 em − h1 + h

2
lGY ∆e

)

+ (d − lE)

(
(h + h2)

2

8
em + 2 lGY

2 em − h + h2

2
lGY ∆e

)

Finalement, l’expression du moment quadratique IZ est donnée par :

IZ =




1
4 e h1

(
h1

2

4 + 3 lGY
2
)

+ 1
4 e′ h2

(
h2

2

4 + 3 lGY
2
)

+ d em

(
(h+h2)

2

8 + 2 lGY
2
)

+ 1
8 lE em

(
(h1 + h)2 − (h + h2)

2
)

− 1
2 ∆e lGY (d (h + h2) + lE (h1 − h2))




Dans le cas où les épaisseurs sont égales e = e′ et e1 = e2, l’expression se simplifie à :

IZ =
1

16

(
(h1

3 + h2
3) e + 2

(
lE (h1 + h)2 + (d − lE) (h + h2)

2
)

e1

)

Le moment quadratique IY s’obtient de la même manière :

IY = h1 e

(
d

2
− lGZ

)2

+ lE (e1 + e2)

(
d

2
− lE

2
− lGZ

)2

+
1

4

(
d

2
− lE − lGZ

)3

(e1 + e2) −
1

4

(
d

2
+ lGZ

)3

(e1 + e2)

+ h2 e′
(

d

2
+ lGZ

)2
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Finalement, le moment quadratique IY est donné par :

IY =
h1 e

(
d
2 − lGZ

)2
+ h2 e′

(
d
2 + lGZ

)2

+2 em

(
lE
(

d
2 − lE

2 − lGZ

)2
+ 1

4

(
d
2 − lE − lGZ

)3 − 1
4

(
d
2 + lGZ

)3)

(si on considère e = e′ et e1 = e2, il ne nous est pas utile de calculer ce moment
quadratique. En effet, la section est dans ce cas symétrique et par conséquent le centre de
cisaillement est sur cet axe de symétrie. Alors il est inutile de calculer le flux de contrainte
d’un effort fictif TZ , et par conséquent, inutile de calculer le moment quadratique IY ).

Calcul des flux de contrainte φ : Considérons un effort tranchant fictif TY
−→
Y créant

un flux de contrainte φ dans le caisson. Calculons ce flux en partant du point A’ point

d’intersection de OA et G
−→
Z .

φA = φA′ − TY

IZ

1

2
e

(
h1

2
− lGY

)2

φB = φA − TY

IZ
e1 lE

(
h + h1

4
− lGY

)

φC = φB − TY

IZ
e1 (d − lE)

(
h + h2

4
− lGY

)

φC′ = φC − TY

IZ

e′

2

(
h2

2
− lGY

)2

φD = φC′ +
TY

IZ

e′

2

(
h2

2
+ lGY

)2

φE = φD +
TY

IZ
e2 (d − lE)

(
h + h2

4
+ lGY

)

φF = φE +
TY

IZ
e2 lE

(
h + h1

4
+ lGY

)

Le flux φA′ se déduisant de l’équation de circulation avec l’approximation de flux moyen :

∮

C

φ

e
dl = 0

=
φA′ + φA

e

(
h1

2
− lGY

)
+

φA + φB

e1
lE +

φC + φB

e1
(d − lE)

+
φC + φC′

e′

(
h2

2
− lGY

)
+

φC′ + φD

e′

(
h2

2
+ lGY

)

+
φD + φE

e2
(d − lE) +

φE + φF

e2
lE +

φA′ + φF

e

(
h1

2
+ lGY

)

Position du centre de cisaillement : La position du centre de cisaillement se déduit
par la résolution des deux systèmes d’équations ci-dessus. Malheureusement la solution
analytiques est très complexe ! développé sous Maple cette solution prend plusieurs
pages. . . Il y a sûrement un potentiel de simplification de l’expression analytique à l’aide
des épaisseurs moyenne em et différence ∆e, que seule une factorisation à la main per-
mettrait (validée par Maple). Faute de temps, cette voie n’a pas été explorée. Nous ne
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donnerons donc que la solution pour le cas d’un caisson dont les deux âmes sont de même
épaisseur e = e′ et dont la peau supérieure et inférieure est égale ∆e ≈ 0.

D0 = 2 er
2 d̃ (1 + 2 (ε1 + ε2))

D1 = (2 + 5 (ε1 + ε2)) er
3 +

(
(10 + 7 ε1 + 15 ε2) d̃2 + 8 (ε1 − ε2) l̃E d̃

)
er

D2 = 2
(
4 l̃E (ε1 − ε2) + (6 ε1 + 5 + 10 ε2) d̃

)
er

2

+8 l̃E (ε1 − ε2) d̃2 + 8 (1 + ε2) d̃3

D3 = 4 er d̃
(
d̃ (2 + ε1 + 3 ε2) + 2 l̃E (ε1 − ε2)

)

N0 = −2 (ε2 − ε1) d̃2 er
2

N1 = −4 (ε1 − ε2) d̃ er
3

−
(
(3 ε2 + ε1) d̃3 + 8 (ε2 − 2 ε1) l̃E d̃2 + 12 (ε1 − ε2) l̃E

2
d̃
)

er

N2 = −
(
(15 ε1 − 11 ε2) d̃2 − 8 ε1 l̃E d̃ + (ε1 − ε2) 4 l̃E

2
)

er
2

−8 (ε2 − 2 ε1) l̃E d̃3 + 4 ε2 d̃4 + 12 (ε1 − ε2) l̃E
2
d̃2

N3 = 4 er d̃
(
(ε2 − 2 ε1) d̃2 + 2 ε1 l̃E d̃ + (ε2 − ε1) l̃E

2
)

ZC =
`

2

N3 e3
m + N2 e2

m e + N1 em e2 + N0 e3

D3 e3
m + D2 e2

m e + D1 em e2 + D0 e3
(E.16)

En considérant des valeurs moyennes : ε1 = −0.11, ε2 = −0.23, l̃E = 0.148 et d̃ = 0.4, le
modèle “cercueil Complet” se simplifie à :

ZC =
`

2

2.8er e3
m +

(
20.5er

2 − 1.95
)
e2

m e +
(
−4.1er + 19.4er

3
)
em e2 − 3.88er

2 e3

82er e3
m + (175er

2 + 41.6) e2
m e + (97.5er + 28.1er

3) em e2 + 25er
2 e3
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Modèle Cercueil Complet :
Position des centres de gravité G et de cisaillement C :

−−→
MG.

−→
Y = lGY =

`

4
∆e er

d̃(2 + ε2) + l̃E(ε1 − ε2)

er (e + e′ + e ε1 + e′ ε2) + 2 d̃ em

−−→
MG.

−→
Z = lGZ =

`

2
d̃ er

e − e′ + e ε1 − e′ ε2

er (e + e′ + e ε1 + e′ ε2) + 2 d̃ em

Pour e = e′ et ∆e ≈ 0 :

ZC =
`

2

N3 e3
m + N2 e2

m e + N1 em e2 + N0 e3

D3 e3
m + D2 e2

m e + D1 em e2 + D0 e3

Variables :
d : Profondeur du caisson travaillant m

e : Épaisseur de la partie verticale (côté bord d’attaque) du caisson m

e′ : Épaisseur de la partie verticale (côté bord de fuite) du caisson m

e1 : Épaisseur de la partie horizontale supérieure du caisson m

e2 : Épaisseur de la partie horizontale inférieure du caisson m

em : Épaisseur moyenne des parties du caisson horizontales em =
e1+e2

2

m

er : Épaisseur relative du profil, ratio épaisseur maximale/corde
lE : Distance entre le côté gauche du caisson (de hauteur h1) et la

position de l’épaisseur maximale h
m

lG : Position du centre de gravité par rapport au milieu M du cais-

son : lGY =
−−→
MG.

−→
Y et lGZ =

−−→
MG.

−→
Z

m

h : Épaisseur maximale du profil correspondant à la hauteur maxi-
male du caisson travaillant

m

h1 : Côté gauche du caisson travaillant (côté bord d’attaque) m
h2 : Côté droit du caisson travaillant (côté bord de fuite) m
` : Corde du profil m
x̃ : Grandeur sans dimension rapportée à la corde du profil x̃ = x

`
ZC : Coordonnée du centre de cisaillement C dans le repère

(G,
−→
Y ,

−→
Z ) : ZC = GC

m

∆e : Différence des épaisseurs des parties du caisson horizontales
∆e = e1 − e2

m

ε1 : Proportion de la hauteur h1 par rapport à la hauteur h :
h1 = h (1 + ε1)

ε2 : Proportion de la hauteur h2 par rapport à la hauteur h :
h2 = h (1 + ε2)

Mode d’obtention : Analytique. Le caisson travaillant est assimilé à un
double-trapèze (cercueil) d’épaisseur de peau e constante par morceaux.

Précision :

Domaine de définition : Caisson de voilure à épaisseur de peau constante par
morceaux (Figure E.9, p. 260). Le caisson “Cercueil Complet” est choisi de
la même manière que le “Cercueil simple” (Table E.1, p. 259). Les épaisseurs
e et e′ correspondent aux épaisseurs des âmes et revêtement. Les épaisseurs
e1 et e2 correspondent aux épaisseurs des semelles et revêtement.

Tab. E.2 – Modèle Cercueil Complet : modélisation du caisson travaillant sous forme de
cercueil à épaisseur de peau constante par morceaux.
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E.4 Validation des modèles sur des profils existants

Dans cette section, nous validerons nos modèles de caisson travaillant développés
précédemment (Section E.3, p. 250) permettant d’estimer la position des centres de gravité
G et de cisaillement C. Nous validerons ces modèles par rapport à une résolution exacte
sur des caissons ayant la forme de profils réels.

E.4.1 Méthode de Validation

Considérons un caisson travaillant, épousant la forme exacte du profil entre 20% et
60% de la corde (Des proportions moyennes ont été choisies (Figure E.11, p. 267)). Les
positions réelles des centres de gravité G et de cisaillement C, sont déterminées par
résolution numérique exacte (à l’aide de Matlab). Afin de valider nos modèles, nous
assimilons ce caisson à un cercueil dont la hauteur h correspond à l’épaisseur maximale
du profil, et dont les côtés h1 et h2 correspondent aux bords du caisson réel (à 20% et
60% de la corde). Les estimations des positions des centres G et C sont faites à l’aide

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Résolution


Numérique

Résolution


Analytique
Modèle Cercueil

Caisson épousant la forme exacte du profil

Position réelle des centres 
de gravité G et 

de cisaillement C

Position estimée des
 centres G et C 

par le modèle Cercueil

épaisseur maximale du profil

hh1 h2

Fig. E.10 – Nous validons nos modèles en confrontant leurs estimations des positions des centres

de gravité G et de cisaillement C par rapport aux positions exactes de ces centres calculées

numériquement sur le caisson épousant la forme du profil.

de nos modèles. La confrontation de ces estimations avec les positions exactes de ces
centres, nous permet de tester la véracité de nos modèles.

Les résultats qui suivent montrent les positions des centres de gravité G (donnée par
lG) et de cisaillement C (donnée par lG + ZC), des différents modèles de caisson. Ces

positions sont données conformément au repère d’étude choisi précédemment : (M,
−→
Y ,

−→
Z )

avec M le milieu du caisson travaillant, et
−→
Z selon la corde du profil du bord de fuite

vers le bord d’attaque,
−→
Y perpendiculaire dirigé vers la partie supérieure du profil.

Pour quantifier la précision d’un modèle le critère de l’erreur relative est souvent
utilisé.

Er% =
vrai − estimé

vrai

Mais ce critère dépend du choix de l’origine du repère M . En effet prenons un repère
d’origine O, Cvrai le centre de cisaillement réel, et Cestimé le centre de cisaillement estimé.
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Fig. E.11 – Caisson travaillant de l’A300. Pour simplifier, nous considérerons que la par-

tie réservée au becs représente environ 20% de la corde, et que la partie réservée aux volets

représente environ 40% de la corde. Le caisson travaillant d’étale donc entre 20 et 60% de corde

par rapport au bord d’attaque.

Alors l’erreur relative est de :

Er% =
OCvrai − OCestimé

OCvrai

=
CestiméCvrai

OCvrai

Cette erreur dépend de la distance OCvrai qui est au dénominateur, donc du choix de
l’origine O du repère. Ainsi un repère en O′ plus distant (O′Cvrai > OCvrai) aura une
erreur relative plus faible. Ce critère est donc absurde pour ce cas d’étude. Nous avons
donc choisi de prendre comme critère, l’écart entre la position du centre réel et celui
estimé, rapporté à la longueur de la corde ` .

Ec% =
OCvrai − OCestimé

`
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Dans notre cas, la valeur “vraie” sera la position donnée par la résolution numérique
complète (Section E.4.2, p. 268), par intégration, du caisson épousant la forme du profil.
La valeur “estimée” sera la position donnée par nos modèles Cercueil, modèles assimilant
le caisson travaillant à un cercueil (double trapèze isocèle).

E.4.2 Solution numérique exacte

Nous utilisons les définitions de profils existants donné par l’UIUC, pour calculer
numériquement la position exacte des centres du caisson ayant la forme du profil entre
20 et 60% de la corde.

Le site internet UIUC [Sel00], met à disposition de multiples définitions de profil d’aile
d’avions existants. Cela se présente sous forme de fichiers contenant deux colonnes :
la première colonne représente les abscisses x

` allant de 0 au bord d’attaque, à 1 au
bord de fuite (Ces données sont rapportées à la corde du profil réel ` ), et la deuxième
colonne représente les ordonnées y = y

(
x
`

)
décrivant le profil (la partie supérieure puis

la partie inférieure). Nous utiliserons quelques fichiers de ce site internet afin de valider
nos modèles : profils de Boeing 737, de KC-135, et le NACA0012.

À l’aide de Matlab, un maillage fin du caisson travaillant est effectué permettant le
calcul exact de la position des centres de gravité et de cisaillement (par calcul des flux
de contrainte en chaque maille, . . . (Section E.2, p. 244)).

Cette routine (Section E.5, p. 273) permet de déterminer la position de ces centres de
section pour n’importe quel mono-caisson d’épaisseur de peau quelconque (constante ou
variable le long du caisson).

Ceci nous permettra de valider nos modèles qui donne une position estimée de ces
centres en assimilant ce caisson à un cercueil.

E.4.3 Validation du modèle Cercueil simple

Dans cette partie, la validation le modèle Cercueil Simple (Table E.1, p. 259) est
faite. Nous confrontons les positions estimées des centres de gravité et de cisaillement
de notre modèle Cercueil Simple (Table E.1, p. 259) avec les positions réelles calculée
numériquement (Section E.4.2, p. 268).

Nous constatons que pour les caissons de voilure étudiés, le centre de cisaillement est
en avant du centre de gravité (Figure E.12, p. 270). Il reste néanmoins proche du milieu
du caisson. La modélisation du caisson travaillant sous forme de cercueil est tout à fait
cohérente puisque les précisions des positions des centres de la section sont bonnes : Pour
le centre de cisaillement, la position ZC (la plus intéressante pour l’étude des moments
de torsion) est estimée en moyenne à 0.15% de la corde près (l’écart type est de 0.12%).
Pour le centre de gravité, l’écart d’estimation moyen est de 0.01% avec un écart type de
0.008%.

Erreur moyenne Écart type
Ec%(moy) σ

Modèle Rectangulaire lGY 1.22 0.49
lGZ 0.32 0.34
YC 1.24 0.51
ZC 1.06 1.02

Modèle Cercueil Simple lGY 1.22 0.49
lGZ 0.01 0.008
YC 1.24 0.51
ZC 0.15 0.12
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Le modèle couramment utilisé qui consiste à prendre le milieu du caisson pour centre
de cisaillement n’est pas trop absurde (erreur moyenne de 1.06%), mais le modèle Cercueil
Simple améliore nettement les estimations (erreur moyenne 7 fois plus faible que le modèle
du milieu du caisson).

Il existe une erreur sur les estimations selon l’axe vertical
−→
Y car nos modèles sont

des caissons symétriques et donc estiment la position des centres sur l’axe. En réalité
les profils étudiés ne sont pas toujours symétriques, ce qui explique cet écart. Mais ce
n’est pas important puisque pour le calcul des moments de torsion, c’est essentiellement

la position des centres selon l’axe
−→
Z qui est importante.

Numérique Cercueil Simple Écart (% corde)
yG/` yC/` yG/` yC/` Ec%(G) Ec%(C)
zG/` zC/` zG/` zC/` Ec%(G) Ec%(C)

BOEING 737 y -0.01 -0.01 0 0 -1.04 -1
ROOT AIRFOIL z 0.01 0.025 0.01 0.025 0.02 0
BOEING 737 y -0.011 -0.011 0 0 -1.12 -1.11
MIDSPAN AIRFOIL z 0.007 0.025 0.007 0.029 0.02 0.4
BOEING 737 y -0.012 -0.013 0 0 -1.24 -1.29
MIDSPAN AIRFOIL z 0.002 0.008 0.002 0.009 0.01 0.16
BOEING 737 y -0.014 -0.014 0 0 -1.37 -1.4
OUTBOARD AIRFOIL z 0 -0.001 0 0 0 0.11
KC-135 BL52.44 AIRFOIL y -0.014 -0.014 0 0 -1.39 -1.43

z 0.004 0.011 0.004 0.013 0.02 0.24
KC-135 BL124.32 AIRFOIL y -0.014 -0.014 0 0 -1.39 -1.43

z 0.001 0.004 0.001 0.005 0.01 0.12
KC-135 BL200.76 AIRFOIL y -0.015 -0.016 0 0 -1.5 -1.55

z 0 -0.001 0 -0.001 0 0.01
KC-135 BL351.6 AIRFOIL y -0.019 -0.02 0 0 -1.89 -1.99

z 0 -0.002 0 -0.001 0 0.05
NACA 0012 AIRFOILS y 0 0 0 0 0 0

z 0.005 0.018 0.005 0.021 0.01 0.25

Tab. E.3 – Modèle Cercueil Simple (Table E.1, p. 259) : les positions des centres de
gravité G et de cisaillement C sont confrontées aux positions réelles de ces centres (Section

E.4.2, p. 268). Les écarts Ec% sont définis, en pourcentage, comme la distance entre le
centre estimé par le modèle Cercueil Simple et le centre vrai (c’est-à-dire déterminé par
intégration numérique sur la forme réelle du profil), le tout rapporté à la corde du profil
` .
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 Profil réels : mono−caisson à épaisseur constante et modèle "Cercueil Simple"

Fig. E.12 – Modèle Cercueil simple (Table E.1, p. 259) : Position des centres de gravité G

et de cisaillement C de mono-caissons à épaisseur constante (20% de la corde du profil étant

réservée aux becs et 40% pour les volets) de profils existants [Sel00]. La position du centre de

cisaillement semble en avant du centre de gravité tout en étant proche du milieu du caisson.

La modélisation du caisson sous forme de “cercueil simple” (Equation E.15, p. 257) donne des

prédictions correctes.
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E.4.4 Validation du modèle Cercueil complet

Dans cette partie, la validation le modèle cercueil Complet (Table E.2, p. 265) est
faite. Nous confrontons les positions estimées des centres de gravité et de cisaillement
de notre modèle Cercueil Complet (Table E.2, p. 265) avec les positions réelles calculée
numériquement (Section E.4.2, p. 268).

La position du centre de cisaillement est proche du milieu du caisson (Figure E.13,

p. 272). La modélisation du caisson travaillant sous forme de Cercueil Complet (épaisseur
constante par morceaux) est tout à fait cohérente puisque les précisions des positions des
centres de la section sont assez bonnes : Pour le centre de cisaillement, la position ZC (la
plus intéressante pour l’étude des moments de torsion) est estimée en moyenne à 1.1%
de la corde près (l’écart type est de 1.4%). Pour le centre de gravité, l’écart d’estimation
moyen est de 0.25% avec un écart type de 0.4%.

Erreur moyenne Écart type
Ec%(moy) σ

Modèle Milieu Caisson lGY 1.21 0.49
lGZ 0.69 0.87
YC 1.24 0.52
ZC 1.89 2.3

Modèle Cercueil Simple lGY 1.21 0.49
lGZ 0.25 0.43
YC 1.24 0.52
ZC 1.11 1.42

Le modèle couramment utilisé qui consiste à prendre le milieu du caisson pour centre
de cisaillement a une erreur moyenne de près de 2%. Considérer le modèle Cercueil
Complet permet d’améliorer les estimations des positions de centres : 1.1%. C’est ce
modèle Cercueil Complet (Table E.2, p. 265) que nous retenons au final pour l’étude des
moments de torsion subit par la voilure.

Numérique Cercueil Complet Écart (% corde)
yG/` yC/` yG/` yC/` Ec%(G) Ec%(C)
zG/` zC/` zG/` zC/` Ec%(G) Ec%(C)

BOEING 737 y -0.009 -0.009 0 0 -0.94 -0.85
ROOT AIRFOIL z 0.024 0.06 0.02 0.061 -0.33 0.03
BOEING 737 y -0.013 -0.012 0 0 -1.26 -1.2
MIDSPAN AIRFOIL z 0.01 0.026 0.015 0.057 0.48 3.11
BOEING 737 y -0.012 -0.013 0 0 -1.19 -1.29
MIDSPAN AIRFOIL z -0.009 -0.025 0.004 0.017 1.27 4.14
BOEING 737 y -0.014 -0.014 0 0 -1.37 -1.41
OUTBOARD AIRFOIL z 0 -0.002 0 -0.001 0 0.1
KC-135 BL52.44 AIRFOIL y -0.014 -0.014 0 0 -1.38 -1.43

z 0.007 0.019 0.008 0.03 0.11 1.11
KC-135 BL124.32 AIRFOIL y -0.014 -0.014 0 0 -1.38 -1.43

z 0.003 0.007 0.003 0.011 0.04 0.41
KC-135 BL200.76 AIRFOIL y -0.015 -0.016 0 0 -1.48 -1.56

z 0 -0.002 0 -0.002 0 0
KC-135 BL351.6 AIRFOIL y -0.019 -0.02 0 0 -1.87 -1.99

z 0 -0.002 0 -0.001 0 0.05
NACA 0012 AIRFOILS y 0 0 0 0 0 0

z 0.009 0.027 0.01 0.037 0.05 1.06

Tab. E.4 – Modèle Cercueil Complet (Table E.2, p. 265) : les positions des centres
de gravité G et de cisaillement C sont confrontées aux positions réelles (Section E.4.2,

p. 268). Pour cette application numérique, les côtés latéraux du caisson sont considérés 3
fois plus épais que les côtés horizontaux e = e′ = 3 em

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 271
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 Profil réels : mono−caisson et modèle "Cercueil Complet"

Fig. E.13 – Modèle Cercueil Complet (Table E.1, p. 259) : Application aux mono-caissons

à épaisseur de peau constante par morceaux. Ici les montants ont été pris trois fois plus épais :

e = 3 e1
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E.5 Routine Matlab

Cette partie expose les routines programmées sous Matlabpermettant de déterminer
la position des centres de gravité et de cisaillement de mono-caisson à épaisseur constante
de voilure d’avion.

Une routine permettant d’exploiter les fichiers de données de profils d’avion, en libre
accès sur le site Internet UIUC [Sel00].

Une routine définissant le caisson travaillant à partir d’un profil défini par la routine
précédente. C’est-à-dire qui enlève une partie du profil pour les becs et une autre
pour les volets, pour créer un mono-caisson avec le reste du profil.

Une routine déterminant la position des centres de gravité et de cisaillement de tout
mono-caisson à épaisseur constante.

Ces routines sont celles utilisées pour l’application numérique (Section E.4, p. 266) et
pourraient avoir d’autres applications. C’est la raison pour laquelle elles sont exposées
ici.

E.5.1 Routine permettant de traiter les fichiers UIUC [Sel00] de
données de profil.

function Data = functionReadAirfoilData(file)

% This Matlab function reads airfoil coordinates files from uiuc web site

% http://www.uiuc.edu/ph/www/m-selig/ads/coord_database.html
%

% The Input is the name file you want to study : (for example)
% file=’b737a.dat’;

% Data = functionReadAirfoilData(file);
% The produced Output is a matlab structure :
% Data.title = ’BOEING 737 ROOT AIRFOIL’ % first file line : airfoil name

% Data.x_upper = [23x1 double] % undimensionless upper airfoil abscisse.
% Data.y_upper = [23x1 double] % undimensionless upper airfoil data :

% % y_upper = y_upper(x_upper)
% Data.x_lower = [23x1 double] % undimensionless lower airfoil abscisse.

% Data.y_lower = [23x1 double] % undimensionless lower airfoil data :
% % y_lower = y_lower(x_lower)
% Data.thickness_chord = 0.1537 % ratio : max airfoil thickness / Chord

%
% If you want to plot airfoil, do :

% figure(1)
% hold on,
% plot(Data.x_upper,Data.y_upper)

% plot(Data.x_lower,Data.y_lower)
% axis([0 1 -0.5 0.5])

% title(Data.title)
%

% made by Élodie Roux from Toulouse (april 2002)

fid=fopen(file);

Data.title = fgetl(fid);

tamp = fgetl(fid); % number of data
clear tamp

% empty line
tamp=fgetl(fid);

clear tamp

% upper airfoil data start here
i=1;
while 1

tline = fgetl(fid);
if isempty(str2num(tline)), break, end

tamp(i,:) = tline;
i=i+1;
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end

tamp=str2num(tamp);
Data.x_upper = tamp(:,1);

Data.y_upper = tamp(:,2);
clear tamp

% lower airfoil data start here
i=1;

while 1
tline = fgetl(fid);

if size(tline,2)==1, break, end % stop at the file’s end
tamp(i,:) = tline;
i=i+1;

end
tamp=str2num(tamp);

Data.x_lower = tamp(:,1);
Data.y_lower = tamp(:,2);
clear tamp

clear i

fclose(fid);

x=[0:0.01:1];
flddkfl=spline(Data.x_upper,Data.y_upper,x)-spline(Data.x_lower,Data.y_lower,x);
[Data.thickness_chord pos]= max(flddkfl);

Data.xthickness_chord=x(pos);

E.5.2 Routine permettant, à partir d’un profil complet, de définir
le caisson travaillant (sans bec et volet).

function Output=functionCentreSection(file,version)

Data = functionReadAirfoilData(file);

% pourcentage de la corde du profil (partant du bord de fuite)
% de partie de structure secondaire : volets...

CoupVolets=40/100;

% pourcentage de la corde du profil (partant du bord d’attaque)
% de partie de structure secondaire : bec ...

CoupBec=20/100;

% Structure travaillante : Structure Primaire
yend_upper = spline(Data.x_upper,Data.y_upper,1-CoupVolets);

yend_lower = spline(Data.x_lower,Data.y_lower,1-CoupVolets);
ystart_upper = spline(Data.x_upper,Data.y_upper,CoupBec);
ystart_lower = spline(Data.x_lower,Data.y_lower,CoupBec);

Iu=find(Data.x_upper<1-CoupVolets & Data.x_upper>CoupBec);

ySP_upper=[ystart_upper; Data.y_upper(Iu); yend_upper];
xSP_upper=[CoupBec; Data.x_upper(Iu); 1-CoupVolets];

Il=find(Data.x_lower<1-CoupVolets & Data.x_lower>CoupBec);
ySP_lower=[ystart_lower; Data.y_lower(Il); yend_lower];

xSP_lower=[CoupBec; Data.x_lower(Il); 1-CoupVolets];

if(xSP_upper(1)==xSP_lower(1) & ySP_upper(1)==ySP_lower(1))
xSP_lower=xSP_lower(2:end);
ySP_lower=ySP_lower(2:end);

end
if(xSP_upper(end)==xSP_lower(end) & ySP_upper(end)==ySP_lower(end))

xSP_upper=xSP_upper(1:end-1);
ySP_upper=ySP_upper(1:end-1);

end

% Définition du caisson de manière continue

% définition du caisson complet :
[tamp,I]=sort(-xSP_lower);
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xCC=[xSP_upper; -tamp];

yCC=[ySP_upper; ySP_lower(I)];

% Si Epaisseur de la peau supposée constante :
% e est une valeur arbitraire car si e cte,
% la position du centre de cisaillement

% ne dépend pas de la valeur de e
%(ça rentre en jeu dans le calcul du moment quatratique Iz

% et dans celui du moment statique Az et se compense si e=cte).
% en fait ce sont les écarts d’épaisseur qui compte

if version==1
e=1;

else

ee=1;
ep=ee;

e1=1/3*ee;
e2=e1;
e=[ee; Data.x_upper(Iu)*0+e1; ep; ep; Data.x_lower(Il)*0+e1; ee];

end

% résolution numérique exacte du caisson épousant la forme du profil

tap=functionCentreCisaillementbis(xCC,yCC,e);
xC=tap(1);
yC=tap(2);

xG=tap(3);
yG=tap(4);

clear tap;

% Modélisation du caisson sous forme de cercueil

CercueilyA = mean(abs([ystart_upper ystart_lower]));
CercueilyB = Data.thickness_chord/2;

CercueilyC = mean(abs([yend_upper yend_lower]));
CercueilxA = CoupBec;

CercueilxB = Data.xthickness_chord;
CercueilxC = 1-CoupVolets;
xCercueil = [CercueilxA CercueilxB CercueilxC CercueilxC CercueilxB CercueilxA]’;

yCercueil = [CercueilyA CercueilyB CercueilyC -CercueilyC -CercueilyB -CercueilyA]’;

clear tap,
h1 =2*CercueilyA;
h =2*CercueilyB;

h2 =2*CercueilyC;
d =CercueilxC-CercueilxA;

lE =CercueilxB-CercueilxA;
if lE<0

warning(’lE est négatif !!! cad épaisseur max du profil non comprise dans le caisson travaillant’)
lE=0;

end

e_ame=1;

if(version==1)
e_peau=e_ame;

else

e_peau=e_ame*1/3;
end

tap = functionCCisaillementCercueil(h1,h2,h,lE,d,e_ame,e_peau);
ZC=tap(1);

lG=tap(2);
ZCB=tap(3);
lGY=tap(4);

lGZ=tap(5);
xCCercueil=CercueilxA+d/2-lG-ZC;

yCCercueil=0;
xGCercueil=CercueilxA+d/2-lG;
yGCercueil=0;

xCCercueilB=CercueilxA+d/2-lGZ-ZCB;

yCCercueilB=0;
xGCercueilB=CercueilxA+d/2-lGZ;

yGCercueilB=lGY;

CaissonX=[xCC; xCC(1)];
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CaissonY=[yCC; yCC(1)];

Ivertical1=find(CaissonX==min(CaissonX));
Ivertical2=find(CaissonX==max(CaissonX));

Ihorizontal1=find(CaissonX~=min(CaissonX) & CaissonY>0);
Ihorizontal1=[Ihorizontal1(1)-1; Ihorizontal1];
Ihorizontal2=find(CaissonX~=max(CaissonX) & CaissonY<=0);

Ihorizontal2=[min(Ihorizontal2)-1; Ihorizontal2];

%______________ Tracé graphique _________________

hold on,
%h=plot([xCC; xCC(1)],[yCC; yCC(1)],’k’); set(h,’LineWidth’,2)
h=plot(CaissonX(Ivertical1),CaissonY(Ivertical1),’k’); set(h,’LineWidth’,2*e_ame/e_peau);

h=plot(CaissonX(Ivertical2),CaissonY(Ivertical2),’k’); set(h,’LineWidth’,2*e_ame/e_peau);
h=plot(CaissonX(Ihorizontal1),CaissonY(Ihorizontal1),’k’); set(h,’LineWidth’,2);

h=plot(CaissonX(Ihorizontal2),CaissonY(Ihorizontal2),’k’); set(h,’LineWidth’,2);

h=plot(xC,yC,’kd’); set(h,’Markersize’,3); set(h,’MarkerFaceColor’,’k’); %set(h,’LineWidth’,1.4)

h=plot(xG,yG,’ko’); set(h,’Markersize’,3); set(h,’MarkerFaceColor’,’k’); %set(h,’LineWidth’,1.4)

axis([0 1 -0.2 0.2])
plot(Data.x_upper,Data.y_upper,’k’)

h=plot(Data.x_lower,Data.y_lower,’k’);
h=get(h,’Parent’);
set(h,’FontSize’,5)

h=title([’\bf ’ Data.title]);
set(h,’fontsize’,5)

plot([CoupBec (CoupBec+1-CoupVolets)/2 1-CoupVolets],-0.1*[1 1 1],’k+-’)

if version==1

h=plot(xCCercueil,yCCercueil,’kd’); set(h,’Markersize’,3); %set(h,’MarkerFaceColor’,’y’);
h=plot(xGCercueil,yGCercueil,’ko’); set(h,’Markersize’,3); %set(h,’MarkerFaceColor’,’y’);

else
h=plot(xCCercueilB,yCCercueilB,’kd’); set(h,’Markersize’,3); %set(h,’MarkerFaceColor’,’y’);

h=plot(xGCercueilB,yGCercueilB,’ko’); set(h,’Markersize’,3); %set(h,’MarkerFaceColor’,’y’);
end

Output=[xC yC xG yG
xCCercueil yCCercueil xGCercueil yGCercueil

xCCercueilB yCCercueilB xGCercueilB yGCercueilB];

E.5.3 Routine déterminant les coordonnées du centre de cisaille-
ment d’un mono-caisson

function CentreCisaillement=functionCentreCisaillementbis(xCC,yCC,e)

% NOMENCLATURE :
%

% Iz : moment quadratique de la section : Iz = //y^2dS
% Az : moment statique de la section : Az = //ydS

% phi : flux de contrainte
% e : épaisseur du profil

% Ty : Effort tranchant selon l’axe y appliqué au centre de cisaillement C.
% dl : abscisse curviligne
% l : ligne médiane du profil

%
% Réf : cours ENSAE structure Laroze, Cours ENSAE Fehrenbach, thèse Céline Pendariez.

% et l’assistance précieuse de Clément Toussaint et Derek Ebdon (merci!)

% Control des entrées :

if(size(e)==[1 1]) % c’est un caisson à épaisseur de peau constante.
e=yCC*0+e;

end

if size(e)~=size(xCC)
error(’Problème de dimension du vecteur épaisseur de peau dans résolution numérique exacte’)

end

% les axes : axes du plan de la section y et z

% axe de l’aile x
y = yCC;
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z = -xCC;

% Différentiel ou petit éléments

dz = diff([z; z(1)]);
dy = diff([y; y(1)]);
dl = sqrt(dz.^2 + dy.^2);

%calcul de la ligne médiane ou périmètre :

% (hyp ligne médiane = ligne définie par profil)
l = sum(dl);

% calcul du centre de la section : barycentre G
zG=sum((z + [z(2:end); z(1)])/2.*(e + [e(2:end); e(1)])/2 .*dl)

/sum((e + [e(2:end); e(1)])/2 .*dl);
yG=sum((y + [y(2:end); y(1)])/2.*(e + [e(2:end); e(1)])/2 .*dl)

/sum((e + [e(2:end); e(1)])/2 .*dl);

% Changement de repère du point O -> au barycentre G

y = y - yG;
z = z - zG;

% les axes d’inertie principaux.

% Calcul des moments quadratiques Iy, Iy, Iyz
% qui sont pour l’instant pas dans les axes principaux d’inertie Y Z.

Iy = dl’ * (((z + [z(2:end); z(1)])/2).^2 .*(e + [e(2:end); e(1)])/2 );

Iz = dl’ * (((y + [y(2:end); y(1)])/2).^2 .*(e + [e(2:end); e(1)])/2 );
Iyz = dl’ * (((y + [y(2:end); y(1)])/2).*((z + [z(2:end); z(1)])/2) .*(e + [e(2:end); e(1)])/2 );

AngleAxeInertie = (1/2) * atan2(-2*Iyz,Iy-Iz);
Matrice_passage = [ cos(AngleAxeInertie) -sin(AngleAxeInertie);

sin(AngleAxeInertie) cos(AngleAxeInertie)];

% Changement de repère dans les axes principaux d’inertie
er = Matrice_passage * [y z]’;

y = er(1,:)’;
z = er(2,:)’;
clear er

% Re-calcul des elements petits dans nouveau repère tourné :

% Différentiel ou petit éléments
dz = diff([z; z(1)]);
dy = diff([y; y(1)]);

dl = sqrt(dz.^2 + dy.^2); %logiquement dl est inchangé ?

% Calcul du moment statique Az(D)
Az = cumsum((y + [y(2:end); y(1)])/2 .*(e + [e(2:end); e(1)])/2 .* dl);

Ay = cumsum((z + [z(2:end); z(1)])/2 .*(e + [e(2:end); e(1)])/2 .* dl);
Az = [0; Az];
Ay = [0; Ay];

% Calcul du moment quadratique Iz

% pour faire plaisir à Clément ...by Derek & Elodie ! :
ClementMatrice = Matrice_passage*[Iy Iyz; Iyz Iz]*Matrice_passage’;
Iy = ClementMatrice(1,1);

Iz = ClementMatrice(2,2);

% Calcul du flux cte qui règne dans la section fermée : phi0
% flux constant rapporté à l’effort tranchant Ty

phi0_Ty = ( dl’ * (1/(Iz))*( (Az(1:end-1) + Az(2:end))/2 ./ ((e + [e(2:end); e(1)])/2) ) )
/( dl’ * (1./((e + [e(2:end); e(1)])/2)) );

phi0_Tz = ( dl’ * (1/(Iy))*( (Ay(1:end-1) + Ay(2:end))/2 ./ ((e + [e(2:end); e(1)])/2) ) )

/( dl’ * (1./((e + [e(2:end); e(1)])/2)) );

% Calcul du flux total règnant dans la section due à l’effort tranchant Ty
phi_Ty = phi0_Ty - (1/Iz)*(Az);
phi_Tz = phi0_Tz - (1/Iy)*(Ay);

phi_Ty=phi_Ty(1:end-1);
phi_Tz=phi_Tz(1:end-1);

% Calcul de la position en z du centre de cisaillement :

% NB : pour les explications suivantes ^ désigne produit vectoriel
% et / une intégrale.

% Par définition le centre de cisaillement est le point auquel

% si on applique une force T qui crée un champ de force Taux dS,
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% on ne crée pas de moment de torsion.

% ce qui se traduit mathématiquement par :
% //CP^Taux dS = 0 Or contrainte Taux = flux/epaisseur = phi/e

% soit en transportant en G :
% //GP^phi/e DS = GC^Ty
%

% DS vecteur surfacique : DS = ds n
% n vecteur portant le flux phi : n = [0 dy/dl dz/dl]

%
% GP^Taux dS = GP^phi/e n dS

% = GP^phi/e n e dl
% = GP^phi dl n
% = phi dl GP^n

% = phi dl [0 y z]^n
% = phi [0 y z]^[0 dy dz]

% = phi [ydz-zdy 0 0]
% = phi_Ty * Ty [ydz-zdy 0 0]
var = (y + [y(2:end); y(1)])/2.*dz - (z + [z(2:end); z(1)])/2.*dy ;

% Cas où on apllique Ty :

% GC^Ty = [0 yC zC]^[0 Ty 0]
% = [-zC*Ty 0 0]

% = Ty [-zC 0 0]
%
% l’équation selon x donne (en simplifiant par Ty):

zC = - sum( var.*(phi_Ty + [phi_Ty(2:end); phi_Ty(1)])/2 );

% cas où on applique Tz :
% GC^Tz = [0 yC zC]^[0 0 Tz]
% = [yC*Tz 0 0]

% = Tz [yC 0 0]
%

% l’équation selon x donne (en simplifiant par Tz):
yC = sum( var.*(phi_Tz + [phi_Tz(2:end); phi_Tz(1)])/2 );

% Changement de repère dans les axes principaux d’inertie (rotation)
er = Matrice_passage’ * [yC’; zC’];

yC = er(1,:)’;
zC = er(2,:)’;

clear er

% Changement de repère du barycentre G -> point O

zC = zC + zG;
yC = yC + yG;

% Revenons aux axes de définition du profil

CentreCisaillement = [-zC yC -zG yG];
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Annexe F

Vitesse de manœuvre de
conception VA

F.1 Calcul de la vitesse de manœuvre de conception
VA

La norme FAR 25.335 (Design Airspeed) définit la vitesse de manœuvre de conception
VA comme suit :

“(c) Design maneuvering speed VA. For VA, the following apply :

(1) VA may not be less than VS1
√

nzcl where–

(i) nzcl is the limit positive maneuvering load factor at VC ; and

(ii) VS1 is the stalling speed with flaps retracted.

(2) VA and VS must be evaluated at the design weight and altitude under
consideration.

(3) VA need not be more than VC or the speed at which the positive CNmax
curve intersects the positive maneuver load factor line, whichever is less.

”

- FAR 25.335(c) (Appendix I, p. 293) - [FAA03] -

Ainsi l’interprétation de cette section de norme pourrait se traduire par :

√
nzcl VS ≤ VA ≤ VC ≤ 0.8 VD (F.1)

En pratique1, la vitesse de manœuvre est la première vitesse à laquelle il est possible
d’atteindre le facteur de charge limite nzcl.

m g = 1
2 ρ S VS

2 Czmax

nzcl m g = 1
2 ρ S VA

2 Czmax

VA =
√

nzcl VS ≤ VC

Et il faut veiller à ce que cette vitesse soit inférieure à celle de croisière.

1C’est VA =
√

nzcl VS qui est considéré au CEV (Centre d’Essais en Vol) ou encore chez Airbus mais
nous n’avons pas trouvé de document officiel expliquant explicitement cet usage.
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F.2 Dimensionnement en torsion du revêtement

Le dimensionnement en torsion du revêtement (épaisseur de peau) se fait à partir
du critère d’efficacité des gouvernes de roulis. La norme demande de vérifier deux cas
de vol (la vitesse de croisière VC et la vitesse maximale VD) par rapport à la vitesse
de manœuvre VA. Le critère dimensionnant est celui le plus restrictif pour l’épaisseur de
peau (épaisseur maximum). Dans cette section nous déterminons le critère maximal pour
un avion de type A300.

F.2.1 Cas du gradient de torsion supposé constant

Dans le cas du dimensionnement du revêtement en supposant le gradient de torsion
constant (Section 4.3.1, p. 92), on arrive à déterminer l’épaisseur par :

e =
l

4 A2
Kt max

(
V 3

A − 3V 3
D

VA − 3VD
,

V 3
A − V 3

C

VA − VC

)

Reste à déterminer quel est le maximum entre les deux critères max
(

V 3
A−3V 3

D

VA−3VD
,

V 3
A−V 3

C

VA−VC

)
.
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Fig. F.1 – Dans le domaine de définition (Equation F.1, p. 279) de vitesse de conception de

manœuvre VA, c’est généralement le terme
V 3

A−V 3
C

VA−VC
qui est maximal, et par conséquent qui définit

l’expression de l’épaisseur de peau (Equation 4.13, p. 95).

Si nous considérons la vitesse de manœuvre comprise entre
√

nzclVS et la vitesse de
croisière VC , il faut déterminer la vitesse de maœuvre dimensionnante. Pour un avion de
transport de type A300, pour la plupart des vitesses de conception de manœuvre VA qu’il

est possible de choisir (Equation F.1, p. 279), c’est le critère en
V 3

A−V 3
C

VA−VC
qui est généralement

dimensionnant (Figure F.1, p. 280) pour l’épaisseur de peau de revêtement. Pour une
vitesse de manœuvre VA =

√
nzclVS , les deux critères sont pratiquement identique. Le

critère en
V 3

A−3V 3
D

VA−3VD
prédomine dans le cas précis étudié A300. La différence entre les deux
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critères est dans ce domaine minime. Par conséquent, nous considérerons que l’épaisseur
de peau de revêtement dimensionné par :

e =
l

4 A2
Kt

V 3
A − V 3

C

VA − VC

Avec

Kt =
1

48

Cemp Czα dδl
1
2ρ Saileron Czδlδl

G Lδl cosϕe
(b − 2Rfus)

2
((b + 2Rfus)(1 + ε) + 2bε)

F.2.2 Cas de l’épaisseur de peau constante le long de l’aile

Dans le cas de dimensionnement de peau avec une épaisseur constante le long de l’aile
(Section 4.3.1, p. 97), il faut déterminer le maximum Kmax :

e =
1

12
Czα

(
b

2
− Rfus

)2




6 ln(ε) ( b

2 − Rfus ε)
+ b

2 (2 ε3 − 3 ε2 − 6 ε + 7)
+Rfus (ε3 + 3 ε − 4)





Lδl Saileron Czδl δlmax cosϕe C2
emp (ε − 1)3

Kmax

Kmax = max
(

V 3
C fθ(VC)−V 3

A fθ(VA)

(VC−VA) (V 2
C+VC VA+V 2

A)
,
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Fig. F.2 – Dans le domaine de définition (Equation F.1, p. 279) de vitesse de conception de

manœuvre VA, c’est généralement le terme en VD qui est maximal, et par conséquent qui définit

l’expression de l’épaisseur de peau (Equation 4.17, p. 99).

En pratique, pour un avion de type A300 (Figure F.2, p. 281), c’est le critère en VD

qui est prépondérant dans la plupart du domaine VA.

Kmax =
27 V 3

D fθ(VD) − V 3
A fθ(VA)

(3 VD − VA) (9 V 2
D + 3 VD VA + V 2

A)
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Annexe G

Définition du plan de profil
aérodynamique

Où se trouve le plan du profil aérodynamique sur une aile ? Dans le lit du vent
c’est-à-dire parallèle au plan de symétrie fuselage ? dans le plan perpendiculaire au
bord d’attaque ? dans le plan perpendiculaire à l’axe des 25% de corde ? dans le plan
perpendiculaire à l’axe élastique ?

Une question qui parâıt pourtant simple mais à laquelle nous n’avons pas eu de
réponse tranchée et unanime de la part des spécialistes aérodynamiciens.

Dans ce chapitre en annexe, nous commencerons par exposer la définition la plus pro-
bable du plan de définition des profils aérodynamiques sur une aile (plan perpendiculaire
au bord d’attaque pour une étude de type avant-projet), puis nous exposerons ce qui a
été considéré dans l’ensemble de ce document pour notre étude voilure.

G.1 Où est le plan des profils aérodynamiques ?

Incroyablement dans la littérature, on ne trouve pas de réponse claire à cette question.
Allan Bonnet, professeur d’Aérodynamique à SupAéro, m’a gentiment renseigné à ce
sujet.

“Normalement, il faudrait que le profil “Tartempion” soit obtenu orthogona-
lement au bord d’attaque. . .
Ainsi partant d’une voilure infinie à corde constante et à flèche nulle où il n’y
a aucune ambigüıté on retrouve toujours le profil de base, après la rotation
due à la flèche, par des coupes perpendiculaires au bord d’attaque.
Ensuite pour l’effilement, il faut remarquer qu’une équation de profil est tou-
jours donnée sous forme adimensionnelle.
Par exemple, pour le NACA0012 l’équation est définie pour une variable x
qui décrit l’intervalle [0,1] . . . il s’agit en fait du rapport x

l où x est la vraie
abscisse et l la corde, on a donc par exemple, pour tout x variant de 0 à l :

y

l
= 0.6

(
0.2969

√
x

l
− 0, 1260

x

l
− 0, 3516

(x

l

)2

+ 0, 2843
(x

l

)3

− 0, 1015
(x

l

)4
)

et le profil est transformé par homothétie quand l varie le long de l’envergure.
. . .
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J’ai obtenu aujourd’hui seulement la confirmation auprès des industriels (Das-
sault). . . En fait il faut bien avouer que partant d’une aile équipée du ou des
profils Tartempion et Duglimbule, l’optimisation complète de la voilure va
sans doute amener à une modification des profils et du coup les profils Tar-
tempion et Duglimbule ne seront plus retrouvés nulle part !
Je pense que pour les ailes de grands allongements tout le monde est à peu
près cohérent et on retrouve le profil de base perpendiculairement au bord
d’attaque.
Par contre, pour des ailes de faibles allongements, comme les ailes Delta,
souvent à forte flèche ce n’est plus nécessairement le cas.”

- Allan Bonnet, professeur d’Aérodynamique à SupAéro(11 mars 2003) -

Matthieu Scherrer qui a été confronté au même problème a demandé au bureau
d’étude d’Airbus (Olivier Atimault) et a eu une réponse similaire : il suggère [Sch03]
également que les profils aérodynamiques soient dans le plan perpendiculaire au bord
d’attaque excepté près de l’emplanture.

Il est donc raisonnable, qu’en phase avant-projet, on considère le profil aérodynamique
dans le plan perpendiculaire au bord d’attaque même si en phase de conception plus
avancée, le profil soit modifié par l’optimisation de l’aile.

G.2 Ce qui a été considéré pour notre étude

Historiquement, j’ai commencé ce travail par le dimensionnement du revêtement en
torsion par le critère de déformation. Or le document de cours de J.-P. Perrais [PF80]
suggérait une méthode pour étudier les efforts voilure avec un profil aérodynamique
considéré explicitement dans le plan parallèle au plan de symétrie avion (dans le lit du
vent) (Figure 4.17, p. 90). C’est donc ce que j’ai considéré pour cette partie (Section 4.3.1,

p. 84).
Puis des avis contraires sur le sujet, m’ont poussés à interroger le spécialiste en

aérodynamique Allan Bonnet, professeur à SupAéro, ainsi que Matthieu Scherrer qui
investiguait sur la même question à la même époque. Il en est ressorti que le plan du
profil aérodynamique était probablement celui perpendiculaire au bord d’attaque au tout
début de la conception de l’aile, mais que l’optimisation de l’aile qui est faite ensuite,
modifie les profils et qu’il n’est plus possible de définir un plan où l’on retrouve le profil
aérodynamique.

Dans ce cas, pour ne pas alourdir les expressions analytiques des modèles, compte tenu
du fait que pour les avions de transport civil la différence entre flèche au bord d’attaque et
flèche au niveau de l’axe élastique est proche, le plan RDM, c’est-à-dire perpendiculaire
à l’axe élastique à été considéré pour le plan de définition des profils dans tous le reste
du document : dimensionnement en torsion selon le critère de contrainte (Section 4.3.2,

p. 105), considérations aérodynamiques (Appendix B, p. 185), calcul des efforts voilure
(Appendix C, p. 203).

Pour les nervures, les deux cas ont été traités ce qui permet de laisser le libre choix
au lecteur de prendre le plan de définition des profils qui lui convient (Section 4.4, p. 116).
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Annexe H

Foyer de l’aileron

Lorsque le pilote actionne les gouvernes de roulis par basculement latéral du manche,
un aileron se lève créant une perte de portance locale, et l’autre s’abaisse créant une
augmentation de portance locale Fδl (force nulle Fδl = 0 si braquage nul δl = 0).

Ceci va créer un moment de roulis qui permet au pilote de basculer son avion autour
de l’axe de symétrie du fuselage −→xb.

Le braquage des ailerons provoque également des effets indésirables tels qu’un moment
de torsion par rapport à l’axe élastique de la voilure (Figure 4.16, p. 88). Ce moment
de torsion dépend de l’endroit où est créé la force locale de l’aileron Fδl. Nous avons
justement besoin de le calculer pour notre dimensionnement en torsion du revêtement
(Section 4.3, p. 84).

Ce chapitre en annexe est dédié à la détermination de la position du foyer de l’aileron
à l’aide de données trouvées dans la littérature telles que celle de B.McCormick [McC95]
et de l’ESDU [ESD81, ESD78]. Nous verrons alors que pour un aileron représentant 20 à
30 % de la corde du profil, le foyer de l’aileron se situe entre une à deux corde d’aileron
devant l’aileron (Figure H.5, p. 290).

Aileron

Fig. H.1 – Vue de l’extrémité de l’aile droite d’un B737. Photo Fred Albrecht
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H.1 Foyer aileron déduit de B.McCormick

B.McCormick propose dans [McC95] une expression analytique du rapport
∆Cmδl1/4

∆Czδl
.

∆Cmδl1/4

∆Czδl
= − 2 sin θf − sin θf

8 (π − θf + sin θf )
(H.1)

θf = arccos

(
2
Cf

C
− 1

)

Cf : flap chord

C : airfoil corde

Avec :

∆Cmδl1/4 : variation du coefficient de moment sur le profil avec le braquage de l’aileron
ou volet.

∆Czδl : variation du coefficient de portance avec le braquage de l’aileron ou volet.

“The theoretical value for the ratio of ∆Cmδl1/4 to ∆Czδl can be obtained
from thin airfoil theory by treating a flat plate airfoil with a deflected flap as
an equivalent cambered airfoil. This equivalency is illustrated in (Figure H.2,

p. 286). Assuming a small flap angle, it is obvious from the figure that a flat
plate airfoil at zero angle of attack with a deflected flap is equivalent to a
cambered airfoil at an angle of attack of α =

Cf

C δl. ”

- B.McCormick - [McC95]- -

Cf

δl

Flat plate airfoil with flap 

at zero angle of attack

Cf δl

Cambered airfoil with no flap 

at angle of attack : 

α = Cf/C δl

α

V

V

(assuming a small flap angle δf)

Fig. H.2 – B.McCormick ([McC95] p.102) : An airfoil with a flap represented as a cambered

airfoil at an angle of attack.

De ce rapport
∆Cm

δl1/4

∆Cz
δl

, nous pouvons déduire la position du foyer de la gouverne

comme suit : La portance créée uniquement par braquage de l’aileron, qui est propor-
tionnelle à ∆Czδl, est appliquée au foyer Faileron de l’aileron dont nous recherchons la
position. Cette force va créer un moment proportionnel à ∆Cmδl1/4 au point M1/4 situé
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au quart de corde en partant du bord d’attaque. Ce moment n’est autre que le produit
de la portance due à l’aileron et du bras de levier, la distance FaileronM1/4. Autrement

dit, le rapport
∆Cmδl1/4

∆Czδl
est égal à la distance FaileronM1/4 (Figure H.3, p. 287).

M1/4
Faileron

C

1/4 C |∆Cm1/4 /∆Cz| C Cfx

Cz

C|∆Cm1/4 |

Fig. H.3 – Position du foyer de l’aileron Faileron : connaissant le rapport
∆Cmδl1/4

∆Czδl
, la

distance x, c’est-à-dire la distance entre le foyer de l’aileron et l’aileron, est donnée par

x = C −
(

1
4
C +

∣∣∣
∆Cmδl1/4

∆Czδl

∣∣∣ + Cf

)
.

x = C −
(

1

4
C +

∣∣∣∣
∆Cmδl1/4

∆Czδl

∣∣∣∣C + Cf

)

= C

(
3

4
−
∣∣∣∣
∆Cmδl1/4

∆Czδl

∣∣∣∣−
Cf

C

)

x

Cf
=

(
3

4
−
∣∣∣∣
∆Cmδl1/4

∆Czδl

∣∣∣∣
)

C

Cf
− 1 (H.2)

Le rapport
∆Cm

δl1/4

∆Cz
δl

proposé par B.McCormick (Equation H.1, p. 286) étant unique-

ment fonction du rapport de corde aileron/profil
Cf

C , la position du foyer aileron x
Cf

est

donc une fonction uniquement de
Cf

C . Cette position est représentée pour différent rap-

port de corde
Cf

C (Figure H.4, p. 288). Pour un aileron représentant 30% du profil, le foyer
de l’aileron est à une corde aileron devant l’aileron.
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Fig. H.4 – La première figure représente l’expression analytique (Equation H.1, p. 286) et les

données expérimentales proposées par B.McCormick dans [McC95], du rapport
∆Cmδl1/4

∆Czδl
en

fonction du rapport de corde aileron/profil
Cf

C
. La deuxième figure représente le rapport de la

distance entre le foyer aileron et l’aileron x en fonction de
Cf

C
, qui a été déduit (Equation H.2,

p. 287) à l’aide de la figure précédente. La troisième figure représente le rapport de la distance

entre le bord d’attaque et le foyer de l’aileron, et de la corde profil C. Ce modèle permet de

retrouver que le foyer est à 25% de la corde lorsque l’aileron est confondu avec le profil.
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H.2 Foyer aileron déduit de l’ESDU

L’ESDU propose également des articles permettant de calculer la position du foyer
de l’aileron. Position qui, nous le verrons, est du même ordre de grandeur que celle de
B.McCormick étudiée précédemment. Les articles [ESD81, ESD78] proposent des courbes
des évolutions des coefficients de portance et de moment dues au braquage de l’aileron
(Figure H.6, p. 291), avec le ratio de corde aileron/profil

Cf

C , de l’épaisseur relative du
profil, . . .

“The theoretical rate of change of lift coefficient with control deflection ∆Czδl,ii

is plotted against
Cf

C for various of er in (Figure H.6, p. 291).
Within the linear range of the lift-incidence curve and over the range of control
deflection for which the increment of lift is linear with control deflection, the
lift coefficient Cz of a two-dimensional aerofoil at an angle of incidence α
and a control surface deflection δl is given by :

Cz = Czα α + Czδl δl

For small angles of incidence this should apply within a range of δl of about
±15˚. The accuracy of this Item is assessed to be ±5 per cent.
. . .
In (Figure H.6, p. 291) ∆Cmδl,ii is plotted against

Cf

C for various values of

er, whilst
∆Cmδl

∆Cm
δl,ii

is plotted against
∆Czδl

∆Cz
δl,ii

for various values of the trailing

edge parameter tan
(

1
2τ
)
. The ratio of

∆Czδl
∆Cz

δl,ii
for any particular aerofoil may

be obtained from Item No. Aero C.01.01.03.
It’s may be noted that the theoretical rate of change of pitching moment coeffi-
cient with control deflection at contrat lift coefficient, ∆Cmδl,ii, is dependent
to a certain extent on the aerofoil profile. The curves presented in (Figure H.6,

p. 291) apply, however, to a sufficient degree of accuracy for a wide range of
profiles.”

- ESDU - [ESD81, ESD78]- -

C : Aerofoil chord m
Cf : Control chord aft of hinge line m
er : Maximum thickness of aerofoil divided by aerofoil chord
t90 : Thickness of aerofoil at 90 per cent chord m
t99 : Thickness of aerofoil at 99 per cent chord m

∆Cmδl : Rate of change of pitching moment coefficient with control de-
flection at constant lift coefficient for two-dimensional aerofoil in
incompressible flow,

(
∂(Cm)0

∂δl

)

Cz
.

rad−1

∆Cmδl,ii : Theoretical rate of change of pitching moment coefficient with
control deflection at constant lift coefficient for two dimensional
aerofoil in inviscid incompressible flow.

rad−1

∆Czδl : Slope of lift-coefficient curve with control deflection for two-
dimensional aerofoil in incompressible flow, ∂Cz

∂δl

rad−1

∆Czδl,ii : Theoretical slope of lift-coefficient curve with control deflection
for two-dimensional aerofoil in inviscid, incompressible flow

rad−1

τa : Trailing edge angle, as defined by tan
(

1
2τa

)
= t90−t99

0.18 C degree
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À partir de ces courbes ESDU, il est possible d’en déduite le rapport
∆Cmδl
∆Czδl

nécessaire

au calcul de la position du foyer aileron.

∆Cmδl

∆Czδl
=

∆Cmδl/∆Cmδl,ii

∆Czδl/∆Czδl,ii

∆Cmδl,ii

∆Czδl,ii
(H.3)

Ce rapport représente la distance entre le foyer de l’aileron Faileron et le point M1/4 situé
à 25% de corde en partant du bord d’attaque (Figure H.3, p. 287). La position du foyer
aileron s’en déduit facilement par la relation (Equation H.2, p. 287). On retrouve les mêmes
résultats (Figure H.6, p. 291) que ceux obtenus avec B.McCormick (Figure H.4, p. 288) à
savoir que pour un aileron dont la corde Cf représente entre 20 et 30% de la corde du
profil C, la position du foyer aileron est entre 1 à 2 cordes d’aileron devant l’aileron.

Faileron

C

Cf = 20 à 30 % de C1 à 2 fois Cf

Fig. H.5 – D’après les données de B.McCormick [McC95] (Figure H.4, p. 288) et de l’ESDU

[ESD81, ESD78] (Figure H.6, p. 291), nous pouvons déduire que pour un aileron représentant

20 à 30 % de la corde du profil, le foyer de l’aileron se situe entre une à deux corde d’aileron

devant l’aileron.
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Fig. H.6 – Les trois premières figures représentent les courbes issues des articles ESDU

[ESD81, ESD78]. Les coefficients de moment sont exprimés à 25% de la corde en partant du

bord d’attaque. Elles permettent de calculer le rapport
∆Cmδl
∆Czδl

en fonction du rapport de corde

aileron/profil
Cf

C
(Equation H.3, p. 290). C’est ce qui est fait à la quatrième figure pour une

épaisseur relative de er = 10%. La cinquième figure représente x, la distance entre le foyer

de l’aileron et l’aileron, rapportée à la corde de l’aileron Cf , en fonction du rapport de corde

aileron/profil
Cf

C
par la relation (Equation H.2, p. 287) à partir des calculs de la quatrième

figure. Et la sixième et dernière figure représente la position du foyer aileron par rapport au bord

d’attaque en pourcentage de corde (Figure H.3, p. 287). On retrouve alors les mêmes ordres de

grandeurs de position foyer d’aileron que ceux de B.McCormick (Figure H.4, p. 288).
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SupAéro-OnéraChapitre I - Norme FAR 25 relative au dimensionnement de la voilure

Nous cherchons à déterminer la masse voilure d’avions de transports subsoniques.
C’est une voilure de masse minimale mais certifiable. C’est-à-dire une voilure la plus
légère possible tout en résistant aux sollicitations qu’elle peut être amenée à subir. Ces
sollicitations sont définies par la norme FAR 25 [FAA03]. Ce chapitre a pour but de
répertorier toutes les sections de la norme relatives au dimensionnement de la voilure.
Sections auxquelles nous ferons souvent référence au cours de notre étude. Nous retien-
drons les sections majeures :

FAR 25.253 : Pas d’inversion de gouverne jusqu’à la vitesse maximale VD

FAR 25.349 : Efficacité minimale des gouvernes aux vitesses de croisière VC et maximale
VD

FAR 25.571 : Tenue à fatigue : manœuvre symétrique, rafale de vent, manœuvre de
roulis

FAR 25.333 : Domaine D1 - chaque point du domaine doit être vérifié

FAR 25.341 : Analyse dynamique de la voilure. Les modes de la voilure ne doivent pas
rentrer en résonance avec la longueur d’onde de la rafale.

FAR 25.343 : Quelques considérations sur le carburant

FAR 25.561 : Le crash à 9g

I.1 Norme FAR 25.251 : Vibration and buffeting

(a) The airplane must be demonstrated in flight to be free from any vibration and
buffeting that would prevent continued safe flight in any likely operating condition.

(b) Each part of the airplane must be demonstrated in flight to be free from excessive
vibration under any appropriate speed and power conditions up to VDF /MDF . The
maximum speeds shown must be used in establishing the operating limitations of
the airplane in accordance with Sec. 25.1505.

(c) Except as provided in paragraph (d) of this section, there may be no buffeting
condition, in normal flight, including configuration changes during cruise, severe
enough to interfere with the control of the airplane, to cause excessive fatigue to
the crew, or to cause structural damage. Stall warning buffeting within these limits
is allowable.

(d) There may be no perceptible buffeting condition in the cruise configuration in straight
flight at any speed up to VMO/MMO, except that stall warning buffeting is allowable.

(e) For an airplane with MD greater than .6 or with a maximum operating altitude
greater than 25,000 feet, the positive maneuvering load factors at which the onset
of perceptible buffeting occurs must be determined with the airplane in the cruise
configuration for the ranges of airspeed or Mach number, weight, and altitude for
which the airplane is to be certificated. The envelopes of load factor, speed, altitude,
and weight must provide a sufficient range of speeds and load factors for normal
operations. Probable inadvertent excursions beyond the boundaries of the buffet
onset envelopes may not result in unsafe conditions.

[Doc. No. 5066, 29 FR 18291, Dec. 24, 1964, as amended by Amdt. 25-23, 35 FR 5671,
Apr. 8, 1970 ; Amdt. 25-72, 55 FR 29775, July 20, 1990 ; Amdt. 25-77, 57 FR 28949, June
29, 1992]
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I.2 Norme FAR 25.253 : High speed characteristics

(a) Speed increase and recovery characteristics. The following speed increase and
recovery characteristics must be met :

(1) Operating conditions and characteristics likely to cause inadvertent speed in-
creases (including upsets in pitch and roll) must be simulated with the airplane
trimmed at any likely cruise speed up to VMO/MMO. These conditions and
characteristics include gust upsets, inadvertent control movements, low stick
force gradient in relation to control friction, passenger movement, leveling off
from climb, and descent from Mach to airspeed limit altitudes.

(2) Allowing for pilot reaction time after effective inherent or artificial speed war-
ning occurs, it must be shown that the airplane can be recovered to a normal
attitude and its speed reduced to VMO/MMO, without-

(i) Exceptional piloting strength or skill ;

(ii) Exceeding VD/MD, VDF /MDF , or the structural limitations ; and

(iii) Buffeting that would impair the pilot’s ability to read the instruments
or control the airplane for recovery.

(3) With the airplane trimmed at any speed up to VMO/MMO, there must be no
reversal of the response to control input about any axis at any speed up to
VDF /MDF . Any tendency to pitch, roll, or yaw must be mild and readily
controllable, using normal piloting techniques. When the airplane is trimmed
at VMO/MMO, the slope of the elevator control force versus speed curve need
not be stable at speeds greater than VFC/MFC , but there must be a push
force at all speeds up to VDF /MDF and there must be no sudden or excessive
reduction of elevator control force as VDF/MDF is reached.

(b) Maximum speed for stability characteristics, VFC/MFC . VFC/MFC is the maximum
speed at which the requirements of Secs. 25.147(e), 25.175(b)(1), 25.177, and 25.181
must be met with flaps and landing gear retracted. It may not be less than a speed
midway between VMO/MMO and VDF /MDF , except that, for altitudes where Mach
number is the limiting factor, MFC need not exceed the Mach number at which
effective speed warning occurs.

[Doc. No. 5066, 29 FR 18291, Dec. 24, 1964, as amended by Amdt. 25-23, 35 FR 5671,
Apr. 8, 1970 ; Amdt. 25-54, 45 FR 60172, Sept. 11, 1980 ; Amdt. 25-72, 55 FR 29775,
July 20, 1990]

I.3 Norme FAR 25.301 : Loads

(a) Strength requirements are specified in terms of limit loads (the maximum loads to be
expected in service) and ultimate loads (limit loads multiplied by prescribed factors
of safety). Unless otherwise provided, prescribed loads are limit loads.

(b) Unless otherwise provided, the specified air, ground, and water loads must be placed
in equilibrium with inertia forces, considering each item of mass in the airplane.
These loads must be distributed to conservatively approximate or closely represent
actual conditions. Methods used to determine load intensities and distribution must
be validated by flight load measurement unless the methods used for determining
those loading conditions are shown to be reliable.
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(c) If deflections under load would significantly change the distribution of external or
internal loads, this redistribution must be taken into account.

[Doc. No. 5066, 29 FR 18291, Dec. 24, 1964, as amended by Amdt. 25-23, 35 FR
5672, Apr. 8, 1970]

I.4 Norme FAR 25.303 : Factor of safety

Unless otherwise specified, a factor of safety of 1.5 must be applied to the prescribed
limit load which are considered external loads on the structure. When a loading condition
is prescribed in terms of ultimate loads, a factor of safety need not be applied unless
otherwise specified.

[Amdt. 25-23, 35 FR 5672, Apr. 8, 1970]

I.5 Norme FAR 25.305 : Strength and deformation

(a) The structure must be able to support limit loads without detrimental permanent
deformation. At any load up to limit loads, the deformation may not interfere with
safe operation.

(b) The structure must be able to support ultimate loads without failure for at least 3
seconds. However, when proof of strength is shown by dynamic tests simulating
actual load conditions, the 3-second limit does not apply. Static tests conducted
to ultimate load must include the ultimate deflections and ultimate deformation
induced by the loading. When analytical methods are used to show compliance
with the ultimate load strength requirements, it must be shown that–

(1) The effects of deformation are not significant ;

(2) The deformations involved are fully accounted for in the analysis ; or

(3) The methods and assumptions used are sufficient to cover the effects of these
deformations.

(c) Where structural flexibility is such that any rate of load application likely to occur in
the operating conditions might produce transient stresses appreciably higher than
those corresponding to static loads, the effects of this rate of application must be
considered.

(d) The dynamic response of the airplane to vertical and lateral continuous turbulence
must be taken into account. The continuous gust design criteria of Appendix G
of this part must be used to establish the dynamic response unless more rational
criteria are shown.

(e) The airplane must be designed to withstand any vibration and buffeting that might
occur in any likely operating condition up to VD/MD, including stall and probable
inadvertent excursions beyond the boundaries of the buffet onset envelope. This
must be shown by analysis, flight tests, or other tests found necessary by the Ad-
ministrator.

(f) Unless shown to be extremely improbable, the airplane must be designed to withs-
tand any forced structural vibration resulting from any failure, malfunction or ad-
verse condition in the flight control system. These must be considered limit loads
and must be investigated at airspeeds up to VC/MC.
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[Doc. No. 5066, 29 FR 18291, Dec. 24, 1964, as amended by Amdt. 25-23, 35 FR 5672,
Apr. 8, 1970 ; Amdt. 25-54, 45 FR 60172, Sept. 11, 1980 ; Amdt. 25-77, 57 FR 28949,
June 29, 1992]

I.6 Norme FAR 25.333 : Flight maneuvering envelope

(a) General. The strength requirements must be met at each combination of airspeed
and load factor on and within the boundaries of the representative maneuvering
and gust envelopes (V-n diagrams) of paragraphs (b) and (c) of this section. These
envelopes must also be used in determining the airplane structural operating limi-
tations as specified in Sec. 25.1501.

(b) Maneuvering envelope. (Figure I.1, p. 297)
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Fig. I.1 – Maneuvering envelope

(c) [Removed ]

[(Amdt.25-86, Eff. 3/11/96)]

I.7 Norme FAR 25.335 : Design Airspeed

The selected design airspeeds are equivalent airspeeds (EAS). Estimated values of
VS0 and VS1 must be conservative.

(a) Design cruising speed, VC . For VC , the following apply :

(1) The minimum value of VC must be sufficiently greater than VB to provide for
inadvertent speed increases likely to occur as a result of severe atmospheric
turbulence.

(2) In the absence of a rational investigation substantiating the use of other values,
VC may not be less than VB +43knots. However, it need not exceed the maxi-
mum speed in level flight at maximum continuous power for the corresponding
altitude.
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(3) At altitudes where VD is limited by Mach number, VC may be limited to a
selected Mach number.

(b) Design dive speed, VD. VD must be selected so that VC/MC is not greater than
0.8 VD/MD, or so that the minimum speed margin between VC/MC and VD/MD

is the greater of the following values :

(1) From an initial condition of stabilized flight at VC/MC , the airplane is upset,
flown for 20 seconds along a flight path 7.5 deg. below the initial path, and then
pulled up at a load factor of 1.5 g (0.5 g acceleration increment). The speed
increase occurring in this maneuver may be calculated if reliable or conserva-
tive aerodynamic data is used. Power as specified in Sec. 25.175(b)(1)(iv) is
assumed until the pull-up is initiated, at which time power reduction and the
use of pilot controlled drag devices may be assumed ;

(2) The minimum speed margin must be enough to provide for atmospheric varia-
tions (such as horizontal gusts, and penetration of jet streams and cold fronts)
and for instrument errors and airframe production variations. These factors
may be considered on a probability basis. However, the margin at altitude
where MC is limited by compressibility effects may not be less than 0.05 M .

(c) Design maneuvering speed VA. For VA, the following apply :

(1) VA may not be less than VS1
√

nzcl where–

(i) nzcl is the limit positive maneuvering load factor at VC ; and

(ii) VS1 is the stalling speed with flaps retracted.

(2) VA and VS must be evaluated at the design weight and altitude under consi-
deration.

(3) VA need not be more than VC or the speed at which the positive CNmax curve
intersects the positive maneuver load factor line, whichever is less.

. . .

[Doc. No. 5066, 29 FR 18291, Dec. 24, 1964, as amended by Amdt. 25-23, 35 FR 5672,
Apr. 8, 1970]

Remarque I.1 Quelques discussions sur la vitesse de manœuvre VA sont apportées
(Appendix F, p. 279), notamment comment évaluer cette vitesse.

I.8 Norme FAR 25.337 : Limit maneuvering load fac-

tors

(a) Except where limited by maximum (static) lift coefficients, the airplane is assumed
to be subjected to symmetrical maneuvers resulting in the limit maneuvering load
factors prescribed in this section. Pitching velocities appropriate to the correspon-
ding pull-up and steady turn maneuvers must be taken into account.

(b) The positive limit maneuvering load factor “nzcl
⊕” for any speed up to Vn may not

be less than 2.1+24,000/ (W +10,000) except that ”nzcl
⊕” may not be less than

2.5 and need not be greater than 3.8– where ”W” is the design maximum takeoff
weight.

(c) The negative limit maneuvering load factor–

(1) May not be less than -1.0 at speeds up to VC ; and

(2) Must vary linearly with speed from the value at VC to zero at VD.
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(d) Maneuvering load factors lower than those specified in this section may be used if
the airplane has design features that make it impossible to exceed these values in
flight.

[Doc. No. 5066, 29 FR 18291, Dec. 24, 1964, as amended by Amdt. 25-23, 35 FR
5672, Apr. 8, 1970]

I.9 Norme FAR 25.341 : Gust [and turbulence] loads

(a) Discrete Gust Design Criteria. The airplane is assumed to be subjected to sym-
metrical vertical gusts in level flight. The resulting limit load factors must corres-
pond to the conditions determined as follows :

(1) Positive (up) and negative (down) rough air gusts of 66 fps at VB must be
considered at altitudes between sea level and 20,000 feet. The gust velocity
may be reduced linearly from 66 fps at 20,000 feet to 38 fps at 50,000 feet.

(2) Positive and negative gusts of 50 fps at VC must be considered at altitudes
between sea level and 20,000 feet. The gust velocity may be reduced linearly
from 50 fps at 20,000 feet to 25 fps at 50,000 feet.

(3) Positive and negative gusts of 25 fps at VD must be considered at altitudes
between sea level and 20,000 feet. The gust velocity may be reduced linearly
from 25 fps at 20,000 feet to 12.5 fps at 50,000 feet.

(b) Continious Gust Design Criteria. The following assumptions must be made :

(1) The shape of the gust is

U =
Ude

2

(
1 − cos

(
2πs

25C

))

where–
s=distance penetrated into gust (ft) ;
C=mean geometric chord of wing (ft) ; and
Ude=derived gust velocity referred to in paragraph (a) (fps).

(2) Gust load factors vary linearly between the specified conditions B’ through G’,
as shown on the gust envelope in Sec. 25.333(c).

(c) In the absence of a more rational analysis, the gust load factors must be computed
as follows :

n = 1 +
KgUdeV a

498(W/S)

where–

Kg =
0.88µg

5.3 + µg
= gust alleviation factor;

µg =
2(W/S)

rCag
= airplane mass ratio.

Ude=derived gust velocities referred to in paragraph (a) (fps) ;
r=density of air (slugs cu. ft.) ;
W/S=wing loading (psf) ;
C=mean geometric chord (ft) ;
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g=acceleration due to gravity (ft/sec2) ;
V=airplane equivalent speed (knots) ; and
a=slope of the airplane normal force coefficient curve CNA per radian if the gust
loads are applied to the wings and horizontal method. The wing lift curve slope
CAL per radian may be used when the gust load is applied to the wings only and
the horizontal tail gust loads are treated as a separate condition.

[Doc. No. 5066, 29 FR 18291, Dec. 24, 1964, as amended by Amdt. 25-72, 55 FR 29775,
July 20, 1990 ; 55 FR 37607, Sept. 12, 1990]

I.10 Norme FAR 25.343 : Design fuel and oil loads

(a) The disposable load combinations must include each fuel and oil load in the range
from zero fuel and oil to the selected maximum fuel and oil load. A structural reserve
fuel condition, not exceeding 45 minutes of fuel under the operating conditions in
Sec. 25.1001(e) and (f), as applicable, may be selected.

(b) If a structural reserve fuel condition is selected, it must be used as the minimum
fuel weight condition for showing compliance with the flight load requirements as
prescribed in this subpart. In addition–

(1) The structure must be designed for a condition of zero fuel and oil in the wing
at limit loads corresponding to–

(i) A maneuvering load factor of +2.25 ; and

(ii) Gust intensities equal to 85 percent of the values prescribed in Sec.
25.341 ; and

(2) Fatigue evaluation of the structure must account for any increase in operating
stresses resulting from the design condition of paragraph (b)(1) of this section ;
and

(3) The flutter, deformation, and vibration requirements must also be met with
zero fuel.

[Doc. No. 5066, 29 FR 18291, Dec. 24, 1964, as amended by Amdt. 25-18, 33 FR
12226, Aug. 30, 1968 ; Amdt. 25-72, 55 FR 29775, July 20, 1990 ; 55 FR 37607, Sept. 12,
1990]

I.11 Norme FAR 25.349 : Rolling Conditions

The airplane must be designed for rolling loads resulting from the conditions specified
in paragraphs (a) and (b) of this section. Unbalanced aerodynamic moments about the
center of gravity must be reacted in a rational or conservative manner, considering the
principal masses furnishing the reacting inertia forces.

(a) Maneuvering. The following conditions, speeds, and aileron deflections (except as
the deflections may be limited by pilot effort) must be considered in combination
with an airplane load factor of zero and of two-thirds of the positive maneuvering
factor used in design. In determining the required aileron deflections, the torsional
flexibility of the wing must be considered in accordance with Sec. 25.301(b) :

(1) Conditions corresponding to steady rolling velocities must be investigated. In
addition, conditions corresponding to maximum angular acceleration must be
investigated for airplanes with engines or other weight concentrations outboard
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of the fuselage. For the angular acceleration conditions, zero rolling velocity
may be assumed in the absence of a rational time history investigation of the
maneuver.

(2) At VA, a sudden deflection of the aileron to the stop is assumed.

(3) At VC , the aileron deflection must be that required to produce a rate of roll not
less than that obtained in paragraph (a)(2) of this section.

(4) At VD, the aileron deflection must be that required to produce a rate of roll not
less than one-third of that in paragraph (a)(2) of this section.

(b) Unsymmetrical gusts. The condition of unsymmetrical gusts must be considered
by modifying the symmetrical flight conditions B’ or C’ (in Sec. 25.333(c)) whiche-
ver produces the critical load. It is assumed that 100 percent of the wing air load
acts on one side of the airplane and 80 percent acts on the other side.

[Doc. No. 5066, 29 FR 18291, Dec. 24, 1964, as amended by Amdt. 25-23, 35 FR
5672, Apr. 8, 1970]

I.12 Norme FAR 25.391 : Control surface loads - Ge-
neral

The control surfaces must be designed for the limit loads resulting from the flight
conditions in Secs. 25.331, 25.349, and 25.351 and the ground gust conditions in Sec.
25.415, considering the requirements for–

(a) Loads parallel to hinge line, in Sec. 25.393 ;

(b) Pilot effort effects, in Sec. 25.397 ;

(c) Trim tab effects, in Sec. 25.407 ;

(d) Unsymmetrical loads, in Sec. 25.427 ; and

(e) Outboard fins, in Sec. 25.445.

I.13 Norme FAR 25.561 : Emergency Landing Condi-
tions - General

(a) The airplane, although it may be damaged in emergency landing conditions on land
or water, must be designed as prescribed in this section to protect each occupant
under those conditions.

(b) The structure must be designed to give each occupant every reasonable chance of
escaping serious injury in a minor crash landing when–

(1) Proper use is made of seats, belts, and all other safety design provisions ;

(2) The wheels are retracted (where applicable) ; and

(3) The occupant experiences the following ultimate inertia forces acting separately
relative to the surrounding structure :

(i) Upward, 3.0g

(ii) Forward, 9.0g

(iii) Sideward, 3.0g on the airframe ; and 4.0g on the seats and their attach-
ments.
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(iv) Downward, 6.0g

(v) Rearward, 1.5g

(c) The supporting structure must be designed to restrain, under all loads up to those
specified in paragraph (b)(3) of this section, each item of mass that could injure
an occupant if it came loose in a minor crash landing.

(d) Seats and items of mass (and their supporting structure) must not deform under
any loads up to those specified in paragraph (b)(3) of this section in any manner
that would impede subsequent rapid evacuation of occupants.

[Doc. No. 5066, 29 FR 18291, Dec. 24, 1964, as amended by Amdt. 25-23, 35 FR
5673, Apr. 8, 1970 ; Amdt. 25-64, 53 FR 17646, May 17, 1988]

I.14 Norme FAR 25.571 : Fatigue Evaluation - Damage-
tolerance and fatigue evaluation of structure

(a) General. An evaluation of the strength, detail design, and fabrication must show
that catastrophic failure due to fatigue, corrosion, or accidental damage, will be
avoided throughout the operational life of the airplane. This evaluation must be
conducted in accordance with the provisions of paragraphs (b) and (e) of this
section, except as specified in paragraph (c) of this section, for each part of the
structure which could contribute to a catastrophic failure (such as wing, empen-
nage, control surfaces and their systems, the fuselage, engine mounting, landing
gear, and their related primary attachments). Advisory Circular AC No. 25.571-1
contains guidance information relating to the requirements of this section (copies
of the advisory circular may be obtained from the U.S. Department of Transporta-
tion, Publications Section M443.1, Washington, D.C. 20590). For turbojet powered
airplanes, those parts which could contribute to a catastrophic failure must also be
evaluated under paragraph (d) of this section. In addition, the following apply :

(1) Each evaluation required by this section must include–

(i) The typical loading spectra, temperatures, and humidities expected in
service ;

(ii) The identification of principal structural elements and detail design points,
the failure of which could cause catastrophic failure of the airplane ; and

(iii) An analysis, supported by test evidence, of the principal structural ele-
ments and detail design points identified in paragraph (a)(1)(ii) of this
section.

(2) The service history of airplanes of similar structural design, taking due account
of differences in operating conditions and procedures, may be used in the
evaluations required by this section.

(3) Based on the evaluations required by this section, inspections or other pro-
cedures must be established as necessary to prevent catastrophic failure, and
must be included in the Airworthiness Limitations section of the Instruction
for Continued Airworthiness required by Sec. 25.1529.

(b) Damage-tolerance evaluation. The evaluation must include a determination of
the probable locations and modes of damage due to fatigue, corrosion, or accidental
damage. The determination must be by analysis supported by test evidence and (if
available) service experience. Damage at multiple sites due to prior fatigue exposure
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must be included where the design is such that this type of damage can be expected
to occur. The evaluation must incorporate repeated load and static analyses sup-
ported by test evidence. The extent of damage for residual strength evaluation at
any time within the operational life must be consistent with the initial detectabi-
lity and subsequent growth under repeated loads. The residual strength evaluation
must show that the remaining structure is able to withstand loads (considered as
static ultimate loads) corresponding to the following conditions :

(1) The limit symmetrical maneuvering conditions specified in Sec. 25.337 at VC
and in Sec. 25.345.

(2) The limit gust condition specified in Secs. 25.305(d), 25.341, and 25.351(b) at
the specified speeds up to Vc, and in Sec. 25.345.

(3) The limit rolling conditions specified in Sec. 25.349 and the limit unsymmetri-
cal conditions specified in Secs. 25.367 and 25.427, at speeds up to VC.

(4) The limit yaw maneuvering conditions specified in Sec. 25.351(a) at the speci-
fied speeds up to VC.

(5) For pressurized cabins, the following conditions :

(i) The normal operating differential pressure combined with the expected
external aerodynamic pressures applied simultaneously with the flight loa-
ding conditions specified in paragraphs (b) (1) through (4) of this section,
if they have a significant effect.

(ii) The expected external aerodynamic pressures in 1 g flight combined with
a cabin differential pressure equal to 1.1 times the normal operating dif-
ferential pressure without any other load.

(6) For landing gear and directly-affected airframe structure, the limit ground
loading conditions specified in Secs. 25.473, 25.491, and 25.493.

If significant changes in structural stiffness or geometry, or both, follow from a
structural failure, or partial failure, the effect on damage tolerance must be further
investigated.

(c) Fatigue (safe-life) evaluation. Compliance with the damage-tolerance require-
ments of paragraph (b) of this section is not required if the applicant establishes
that their application for particular structure is impractical. This structure must be
shown by analysis, supported by test evidence, to be able to withstand the repea-
ted loads of variable magnitude expected during its service life without detectable
cracks. Appropriate safe- life scatter factors must be applied.

(d) Sonic fatigue strength. It must be shown by analysis, supported by test evidence,
or by the service history of airplanes of similar structural design and sonic excitation
environment, that–

(1) Sonic fatigue cracks are not probable in any part of the flight structure subject
to sonic excitation ; or

(2) Catastrophic failure caused by sonic cracks is not probable assuming that the
loads prescribed in paragraph (b) of this section are applied to all areas affected
by those cracks.

(e) Damage-tolerance (discrete source) evaluation. The airplane must be capable
of successfully completing a flight during which likely structural damage occurs as
a result of–

(1) Impact with a 4-pound bird at Vc at sea level to 8,000 feet ;
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(2) Uncontained fan blade impact ;

(3) Uncontained engine failure ; or

(4) Uncontained high energy rotating machinery failure.

The damaged structure must be able to withstand the static loads (considered as
ultimate loads) which are reasonably expected to occur on the flight. Dynamic
effects on these static loads need not be considered. Corrective action to be taken
by the pilot following the incident, such as limiting maneuvers, avoiding turbulence,
and reducing speed, must be considered. If significant changes in structural stiffness
or geometry, or both, follow from a structural failure or partial failure, the effect
on damage tolerance must be further investigated.

[Amdt. 25-45, 43 FR 46242, Oct. 5, 1978, as amended by Amdt. 25-54, 45 FR 60173,
Sept. 11, 1980 ; Amdt. 25-72, 55 FR 29776, July 20, 1990]

304 30 juin 2007



Annexe J

Données Matériaux

Sommaire
J.1 Alliages . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 307

J.1.1 Alliage d’Aluminium . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309

J.1.2 Alliage de Titane . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311

J.1.3 L’Acier . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 311

J.2 Matériaux composites . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312

J.2.1 Historique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 312

J.2.2 Résines et fibres . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 313

J.2.3 Quelques exemples de composites . . . . . . . . . . . . . . . . 316

Le Carbone-Epoxy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 316

Le “GLARE” : GLAss REinforced . . . . . . . . . . . . . . . 318

J.3 Contrainte maximale admissible σmax . . . . . . . . . . . . . 320

J.3.1 Contrainte maximale admissible en traction σmaxt . . . . . . 321
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Dans ce chapitre en annexe, les propriétés d’alliages et de composites utilisés en
aéronautique sont données afin d’avoir quelques ordres de grandeur en tête pour les
études de structure avion. Ces données ont été rassemblées à l’aide d’ouvrages tels que :

– le Précis de métallurgie AFNOR [BM90] (Ouvrage de référence qui donne entre
autre les propriétés de la plupart des alliages exposés ici),

– le site internet http ://www.matweb.com/search/SearchProperty.asp : base de données
alliage et composite,

– le rapport Étude de concepts de drone hale - Matériaux de J.-L. Boiffier [Boi97],
– le cours de structure des aéronefs [Lec02],
– les cours de matériaux composites de SupAéro[BL87], et de l’IPST (Les Matériaux

composites - Nadia Bahlouhi : http ://www-ipst.u-strasbg.fr/nadia/courcomp/tdm.htm),
– le manuel en ligne : Caractéristiques et choix des matériaux :

http ://lpnhe-mecanique.in2p3.fr/Vulgarisation/Car mate/Caracteristiques materiaux.pdf ,
– la thèse Fiber-metal laminates steel-C/epoxy de Petr Dynáček 2001 ISBN 80-214-

1917-2 pour les propriétés du GLARE

Nous exposerons d’abord les caractéristiques des alliages : d’Aluminium, de Titane et
d’acier. Puis nous donnerons les caractéristiques de composites : propriétés des résines et
fibres couramment utilisées, quelques exemples de composites comme le carbone-epoxy
utilisée pour les voilures Hale, ou encore le GLARE utilisé pour le fuselage de l’A380.
Pour finir, quelques précisions sur le coefficient de sécurité matériau αs seront apportées.
C’est le coefficient qui permet de déterminer la contrainte maximale admissible σmax

utilisée dans nos modèles (Section 4.1.1, p. 49) à partir des caractéristiques des matériaux
σrupt données dans ce chapitre (σmax =

σrupt

αs
).

Dans ce chapitre, nous utilisons des notations dont la définition est donnée dans la
nomenclature ci-dessous :

Symbole : Description Unités
A% : Allongement après rupture exprimé en pour-cent A =

100 Lu−L0

L0
avec L0 la longueur initiale de l’éprouvette, et

Lu la longueur de l’éprouvette reconstituée après rupture
par essai de traction (Figure J.1, p. 307).

%

d : Densité du matériau : masse volumique du matériau ρm

rapportée à celle de l’eau c’est-à-dire 1000 kg/m3
−

E : Module d’Young du matériau N m−2

Ed : Module spécifique : rapport du module d’Young sur la
densité Ed = E

d

N m−2

G : Module de cisaillement N m−2

α : Coefficient de dilatation thermique µm/m˚C
φfibre : Diamètre de la fibre µm

ν : Coefficient de Poisson
σe : Contrainte limite apparente d’élasticité (ou limite

d’écoulement). Noté Rp par la norme AFNOR.
N m−2

σe0.2 : Limite élastique à 0.2% (Citation de [BM90], p. 308) N m−2

σrupt : Contrainte maximale à la traction. Noté Rm par la norme
AFNOR.

N m−2

σruptd : Contrainte spécifique : rapport de la contrainte maximale
de traction sur la densité σruptd =

σrupt

d

N m−2

ρm : Masse volumique du matériau kg m−3

τrupt : Contrainte maximale de cisaillement N m−2
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J.1 Alliages

“Les alliages sont des corps obtenus par combinaison d’éléments (métalliques
ou non) à un métal de base, et qui représente les caractéristiques de l’état
métallique.”

- Dictionnaire Hachette -

Dans cette section, les caractéristiques de quelques alliages aéronautiques sont ex-
posées (alliage d’aluminium, de titane et d’acier). Ces caractéristiques ont été obtenues
par des essais conventionnels en laboratoire sur des éprouvettes d’essais : par exemple
l’essai de traction permet de déterminer le module d’Young E, la limite élastique σe, et
la contrainte maximale σrupt.

σ

ε

σrupt

O

A

B

C

A%

Allongement réparti
Allongement
de striction

σe

Le diagramme de traction représente l'évolution de la charge 
unitaire σ=F/So en fonction du taux d'allongement

ε=(L-Lo)/Lo

OA : Domaine élastique à déformation réversible
σ = E ε

Le coefficient de proportionnalité est le module d'Young E.
A : Limite du domaine élastique
AB : Domaine de déformation permanente homogène ou de 
déformation plastique répartie
B : Point de charge maximale ou début de la striction.
BC : Domaine de striction ou de déformation plastique localisée.
C : Point de rupture de l'éprouvette.

Lo So L S
Lu

Su

Eprouvette reconstituée 
après rupture.

Essai en Traction
Diagramme conventionnel

Fig. J.1 – Diagramme conventionnel de traction [BM90]

“Certaines courbes de traction ne présentent pas de limite apparente d’élasticité
nette (aciers austénitiques, aluminium. . . ) de telle sorte que l’on définit :

Soit une charge unitaire à la limite d’allongement rémanent (souvent fixée
à 0.2%) (Figure J.2, p. 308) :

σr0.2 =
Fr

S0

C’est la contrainte de traction pour laquelle le matériau reste distendu
de 0.2% par rapport à sa taille d’origine, après sollicitation.

Soit une charge unitaire à la limite conventionnelle d’élasticité (souvent fixée
à 0.1% ou 0.2%) :

σe0.2 =
Fp0.2

S0

On parlera de limite élastique à 0.2%.
C’est la contrainte de traction lue sur le diagramme conventionnel de
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traction, correspondant à l’intersection de la courbe de traction et de la
droite de pente le module d’Young du matériau E (même pente que la
partie du domaine élastique de la courbe de traction), et passant par le
point de déformation de 0.2% pour une contrainte nulle.

”

- Précis de métallurgie AFNOR -[BM90]- -
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Fig. J.2 – La limite apparente d’élasticité σe n’est pas toujours facile à déterminer : on utilise

alors soit la limite d’allongement rémanent σr, soit la limite conventionnelle d’élasticité σe0.2.
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Fig. J.3 – Courbe expérimentale de l’essai de traction sur une éprouvette d’AU4G que j’ai ef-

fectué en école d’ingénieur. L’éprouvette a semble-t-il cassé tôt car l’allongement et la contrainte

limite de traction est faible pour du Duralumin. La qualité du Duralumin de l’éprouvette n’était

peut-être pas excellente (impuretés, . . . ) et la manière d’usiner de l’éprouvette au tour numérique

n’a peut-être pas été soigné (entaille qui entrâıne des concentrations de contraintes, . . . ).
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J.1.1 Alliage d’Aluminium

Les alliages d’Aluminium sont les plus utilisés en aéronautique : ils sont légers (de
faible densité d = 2.7), ont de bonnes propriétés mécaniques (module d’Young E ≈
72 GPa et contrainte maximale σrupt ≈ 480 MPa), et résistent bien aux chocs. Par
exemple, F. Leclerc [Lec02] précise que l’Aluminium AU4G1 est utilisé par Airbus pour
l’intrados voilure en raison de son bon comportement en fatigue, et l’Aluminium AZ5GU
pour l’extrados en raison de son excellente tenue en compression.

De nouveaux alliages d’aluminium-lithium, comme ceux produit par Péchiney (CP27X),
sont plus légers et ont de plus grands module d’Young. Leur module spécifique Ed est
alors bien meilleur que les alliages d’Aluminium classiques.

“L’allégement des avions pour diminuer la consommation ou augmenter la
charge transportée peut-être obtenu par l’amélioration des propriétés des ma-
tériaux qui permet un nouveau dimensionnement des pièces. Mais le moyen
le plus efficace reste le recours à des matériaux plus légers. Une nouvelle
catégorie d’alliage aluminium-lithium, a ainsi été développé. De masse volu-
mique plus faible, et de raideur (module d’Young) plus élevée que les autres
alliages d’aluminium, ils offrent en outre l’intérêt, par rapport aux matériaux
composites à matrices organiques, de ne changer ni les techniques de fabri-
cation, ni les procédures de contrôle. Ce sont les alliages Al-Li-Cu-Mg-Zr
(Li : 0.2%, Cu : 1 à 3%, MG : 0.5 à 1.5%, Zr :0.1%). Ils durcissent par
précipitation, au cours du revenu, de la phase δ′ (Al3Li) cohérente avec la
matrice et finement dispersée. Quatre familles principales sont utilisées, cou-
vrant la gamme des propriétés des alliages classiques du type 2024-T3, 2214-
T6, 7075-T73, avec un gain de densité de 8 à 12%.”

- Précis de Métallurgie AFNOR - [BM90] - -
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Alliage Désignation Norme d E Ed σe0.2 σrupt σruptd
τrupt G A

(GPa) (GPa) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa) (GPa) %

Aluminium AU4G-T4 2017 A 2.79 72.5 26.0 180 300 108 260 27.0 27
AU4G1-T3 2024 2.78 72.4 26.0 345 485 174 280 28.0 18
AU4G1-T4 2024 2.78 72.4 26.0 325 470 169 285 28.0 20
AU4G1-T6 2024 2.77 72.4 26.1 390 475 171 283 27.0 5
AU4G1-T81 (Trempé écroui
à 1% revenu)

2024 2.78 72.4 26.0 445 480 173 295 28.0 7

AU2GN-T6 2618 2.81 72 25.6 390 440 157 260 27.0 10
AU4SG-T6 2014 2.80 72.4 25.9 430 490 175 280 28.0 13
AU6MGT-T6 2001 2.70 0.0 400 470 174
T5 6005 2.70 69.5 25.7 260 285 106 12
AZ5G-T4 7020 2.70 0.0 240 350 130 20
AZ5G-T6 7020 2.70 0.0 310 380 141 15
AZ5GU-T6 7075 2.81 72 25.6 505 570 203 11
AZ5GU-T73 7075 2.70 0.0 450 500 185 13

Alu/Lithium CP274 2091 2.58 75 29.1 410 460 178 270 12
CP271 8090 2.50 77 30.8
CP276 - 2.70 77 28.5
CP277 - 2.40 75 31.3
Alu-Lithium (6mm hot rol-
led sheet, tested at 20k C)

1460 2.59 80 30.9 470 540 208 8

Alu-Lithium (20mm plate,
tested at 20k C)

1460 2.59 80 30.9 490 570 220

Alu-Lithium (pressed pro-
file, tested at 20k C)

1460 2.59 80 30.9 530 620 239

Titane TA5E (recuit) 4.48 118 26.3 800 900 201 520 48.0 20
TA8DV (trempé+revenu) 4.37 124 28.4 900 1000 229 46.0 18
TA6ZD (trempé+revenu) 4.45 125 28.1 950 1050 236 47.0 12
TA6V (recuit) 4.43 110 24.8 900 1000 226 540 12.8 15
TA6V (trempé+revenu) 4.43 114 25.7 1100 1170 264 760 44.0 10
TA6V6E (recuit) 4.54 110.3 24.3 980 1050 231 45.0 13
TA6V6E (trempé+revenu) 4.54 117 25.8 1150 1250 275 760 45.0 10
TU2 (vieilli) 4.50 570 700 156
TA6VE2 (trempé revenu) 4.50 1150 1200 267

Aciers Acier E24A37 7.80 210 26.9 240 410 53 24
Acier E36A52 7.80 210 26.9 360 550 71 20

Aciers HR J5NCD16 7.80 200 25.6 1100 650 80.0 9
35NCD16 (trempé revenu) 7.80 1420 1850 237
VZ3NKD18-8 (Maraging à
1750 MPa)

7.80 1600 1750 224

Tab. J.1 – Données Matériaux : alliage utilisés en aéronautique. L’Aluminium AU4G1 est utilisé par Airbus [Lec02] pour l’intrados voilure,
l’Aluminium AZ5GU pour l’extrados, le Titane TA6V pour le mât moteur et ferrure de jonction voilure/fuselage, l’acier J5NCD16 pour
les ferrures d’attache moteur et les fûts de train d’atterrissage.
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J.1 Alliages SupAéro-Onéra

J.1.2 Alliage de Titane

Le Titane, de densité d = 4.5, bien que plus lourd que l’aluminium, propose des pro-
priétés mécanique meilleures. Les modules spécifiques sont comparables, mais la contrainte
spécifique est meilleure (Contrainte spécifique de σruptd = 200 à 275MPa au lieu de 100
à 220 MPa pour l’aluminium). Par ailleurs, le Titane conserve de bonnes propriétés
mécaniques en ambiance chaude. L’alliage TA6V est par exemple utilisé pour le mât
moteur.

J.1.3 L’Acier

L’Acier (densité d = 7.8), encore plus lourd que le Titane, a des modules et contraintes
spécifiques comparables à ceux du Titane. Par contre, la contrainte maximale σrupt est
la plus élevée des alliages : pour un acier HR σrupt ≈ 1800 MPa, (contre seulement
σrupt ≈ 470 MPa pour l’aluminium, et σrupt ≈ 1000 MPa pour le Titane). L’acier sera
le moins possible utilisé en aéronautique en raison de sa masse volumique. Toutefois, pour
des pièces soumises à des contraintes très élevées, l’acier Haute Résistance sera choisi :
comme par exemple les fûts des trains d’atterrissage (Acier J5NCD16 selon [Lec02] pour
les Airbus). Par ailleurs, à haute température, l’acier garde une bonne tenue mécanique
c’est pourquoi il est utilisé pour certaines ferrures d’attache moteur/mât moteur.
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J.2 Matériaux composites

J.2.1 Historique

“Force est de constater que les matériaux utilisés pour réaliser la structure des
hales sont généralement des matériaux composites. C’est le cas pour le Condor
de Boeing (1988), le Predator, les avions du programme ERAST comme le
Perseus et le Theseus et enfin le GlobalHawk (1997) et le Darkstar. Quasi-
ment l’ensemble de la structure est en matériaux composites et la fibre utilisée
est le plus souvent une fibre de carbone. Seule exception à cette utilisation
généralisée à l’ensemble de la structure, le GlobalHawk dont la structure tra-
vaillante du fuselage est de facture classique à base d’aluminium. Les aéronefs
très proches des hales que sont les planeurs, utilisent les matériaux composites
comme les hales, pour l’ensemble de la structure. Le premier planeur en fibre
de verre, le Phœbus, date de 1962 et a été réalisé par une société allemande,
comme le Nimbus (1982) qui lui est en fibre de carbone. La voilure de ce
dernier a un allongement de 36 voisin de celui du Condor. Citons également
le cas du Strato 2C plus récent. Ainsi, depuis 35 ans, des voilures de grand
allongement en matériaux composites volent et sustentent des avions avec des
hommes à bord.
Ces matériaux composites sont utilisés également pour réaliser des éléments
vitaux des avions de transport civil et d’avions de combat. En 1975-1980 sont
apparus les éléments secondaires comme les carénages et certaines gouvernes
(ailerons, spoilers). En 1978, la FAA élabore une certification pour l’empen-
nage horizontal du Boeing 737, et pour les dérives du DC10 et du Lockheed
1011. En 1985, la dérive de l’A310 a été certifiée. Quant à l’Airbus A320, il
est équipé d’une dérive et d’un empennage horizontal réalisés en matériaux
composites. Les parties externes de l’aile de l’ATR 72, le sont également.
Le Mirage 2000 (1978) est équipé d’une dérive en carbone. Quant au Ra-
fale, plus d’un quart de sa masse structure est en matériaux composites, dont
des éléments vitaux. Pour les avions civils cette part est plutôt de un cin-
quième. Pour évaluer l’impact sur l’avion, il faut noter que la masse structure
représente environ le quart de la masse maximale de l’avion ou la moitié de
la masse à vide.
Tous ces exemples sont des indices qui confirment que l’utilisation des maté-
riaux composites en aéronautique a atteint un très bon niveau de maturité et
que leur usage peut se faire sans prendre de risques inconsidérés.”

- Jean-Luc Boiffier [Boi97]1 -

1
Cet historique est extrait du rapport [Boi97] de Jean-Luc Boiffier qui utilise les documents suivants :

J.M. Berthelot : Matériaux composites. Masson, 1992

Agard CP 288 : Effect of service environment on composite materials. In Agard, 1980

D. Gay : Matériaux composites. Hermes, 1997

Agard LS 124 : Practical considerations of design, fabrication and test for composite materials. In Agard, 1982

Agard LS 204 : Advanced polymeric and metallic composite material. In Agard, 1995

J. Odorico : Evolution des matériaux sur les structures d’avions civils. Aéronautique Astronautique, 3(310), 1988

C.A. Picard : Emploi des nouveaux matériaux dans la structure des avions modernes. Aéronautique Astronautique. 3(310),
1988

Agard R 785 : The utilization of advanced composites in military aircraft. In Agard, 1992

J. Rouchon : Certification of large airplane composite structures. In ICAS, page 1439, 1990

J. Rouchon : Effets de l’environnement sur les matériaux composites. In R 785, pages 16-1, Agard 1992
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J.2.2 Résines et fibres

Les composites sont l’association d’au moins deux matériaux non miscibles. C’est
l’alliance judicieuse de ces matériaux qui procure à l’ensemble de bonnes caractéristiques
spécifiques (module spécifique Ed = E

d , et contrainte spécifique σruptd =
σrupt

d (Figure

J.4, p. 313)), c’est-à-dire de bonnes caractéristiques mécaniques pour une faible densité
(d ≈ 1.6 pour les composites aéronautiques classiques [Lec02]). Les composites Hautes
Performances sont donc attrayants pour l’aéronautique du fait de leur faible densité mais
sont encore assez coûteux.
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Fig. J.4 – Caractéristiques des fibres : comparaison des modules spécifique Ed = E
d

et des

Contraintes spécifiques σruptd =
σrupt

d
.

Les composites sont formés de renfort (squelette qui assure la tenue mécanique, sou-
vent de nature filamentaire) et de matrice (polymère ou résine liant le renfort). Les fibres
(renfort) sont généralement orientées selon les directions des efforts que le composite sera
amené à subir. Les propriétés des fibres et résines couramment utilisés sont exposés dans
les tableaux de données matériaux (Table J.2, p. 315).
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Remarque J.1 Intérêt de la contrainte spécifique :
Considérons 2 barreaux de même longueur initiale l0 et soumis à même force de traction
F . Les sections minimales Si des barreaux, sont données pour la limite de rupture du
matériau de chaque barreau σrupti :

σrupti =
F

Si

Ce qui fait que le rapport des surfaces minimales des barreaux est de :

S1

S2
=

σrupt2

σrupt1

La masse des barreaux s’exprime par le produit de la masse volumique du matériau
ρi, de la longueur du barreau l0, et de la surface du barreau Si :

mi = ρi l0 Si

Ce qui fait que le rapport de masse des barreaux est de :

m1

m2
=

ρ1

ρ2

S1

S2
=

σruptd2

σruptd1

La masse du barreau m est donc inversement proportionnelle à la contrainte spécifique
σruptd.
Conclusion : Pour un barreau de longueur l0 donnée, et soumis à une force de traction
F de traction donnée, plus la contrainte spécifique du matériau est grande, plus la
masse du barreau est faible.
Prenons l’exemple d’un barreau 1 en Aluminium AU4G1 (σrupt1 = 470MPa, d1 = 2.78
alors σruptd1

= 169 MPa) et d’un barreau 2 en acier 35NCD16 (σrupt2 = 1850 MPa,
d2 = 7.8 alors σruptd2

= 237 MPa). Alors que la densité de l’aluminium est beaucoup
plus faible que celle de l’acier, pour résister à une même force de traction, le barreau
d’aluminium sera m1

m2
=

σruptd2
σruptd1

= 1.4 fois plus lourd que celui d’acier (et sa surface 4

fois plus grande). Cet exemple est naturellement choisi pour son caractère pédagogique
pour montrer que le critère sur la densité ne suffit pas pour choisir un matériau, mais
il existe des aluminium avec de meilleurs propriétés. Par ailleurs, d’autres critères
rentrent aussi en jeu lors du choix d’un matériau tel que le coût, la déformation maxi-
male admissible (module spécifique), . . . )
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é
r
o
-O

n
é
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Résines ρm E Ed σrupt σruptd ν α Prix
(kg m−3) (MP a) (MP a) (MP a) (MP a) (µm/m˚C) (

l

/Kg)

Silicone 1550 1000 645 3 2 0.45 30 30.00

Polyamide 1130 1900 1681 70 62 0.33 85 3.80

Polycarbonate 1100 2300 2091 60 55 0.33 70 4.50

Polyester saturé 1310 2800 2137 55 42 0.33 90

Phénolique 1350 3000 2222 70 52 0.36 80 1.50

Polymide 1217 3450 2835 80 66 0.35 36 23.00

Vinylester 1200 3500 2917 81 68 0.35 65 2.70

Polyester 1300 3800 2923 88 68 0.37 100 2.30

Epoxyde 1220 5200 4262 121 99 0.38 40 6.00

Cuivre 8940 119000 13311 350 39 0.30 17 1.70

Magnésium 1660 42000 25301 280 169 0.30 25 4.10

Aluminium 2630 69000 26236 358 136 0.33 23 2.00

Acier XC10 7850 210000 26752 1000 127 0.29 10 1.50

Fibre d E Ed σrupt σruptd σruptc A% φfibre α Prix
(MP a) (MP a) (MP a) (MP a) (MP a) (µm) (µm/m˚C) (

l

/Kg)

Titane 4.50 105000 23333 900 200 14.0 8.8 7

Duralumin 2.80 72000 25714 450 161 23.0

Aluminium 2.63 69800 26540 358 136 15.0 24.0 1.52

Acier XC10 7.85 210000 26752 1000 127 12.0 13.0

Verre E 2.54 73000 28740 3400 1339 1200 4.8 3 − 30 4.8 1.83

Verre R 2.48 86000 34677 4400 1774 1300 5.4 3 − 30 4.0 7.62

Amide Bas module 1.45 70000 48276 3100 2138 500 2.0 12 22.87

Kevlar 29 1.44 82000 56944 3000 2083 1 4.0

Kevlar 49 1.49 132000 88591 3000 2013 1.7 1 -5.0

Amide Haut module 1.45 130000 89655 3100 2138 500 1.0 12 30.5

Carbone haute ténacité 1.78 200000 112360 2800 1573 1800 1.3 8 -1.0 45/152

Bore 2.63 410000 155894 3500 1331 3500 0.8 100 − 200 4.8 450

Carbone haut module 1.80 360000 200000 2200 1222 1300 0.6 8 -1.0 45/152

Tab. J.2 – Données Matériaux : Propriétés de fibres et résines couramment utilisées pour les composites.
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èle

d
e

M
a
sse

V
o
ilu

re
-

É
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SupAéro-Onéra Chapitre J - Données Matériaux

J.2.3 Quelques exemples de composites

Nous venons de voir les propriétés des fibres et des résines couramment utilisées pour
les composites, mais regardons maintenant les propriétés de l’ensemble : le composite.
Bien entendu, cela dépend du taux de fibres (généralement 60% pour les composites
hautes performances, c’est-à-dire ceux utilisés en aéronautiques), et de leur orientation.
Mais donnons quelques exemples afin d’avoir en tête ordre de grandeurs d’exemples signi-
ficatifs. Quelques exemples de composites proposés par J.-J. Barrau sont exposés (Table

J.5, p. 317), puis l’exemple du composite carbone-epoxy est donnée puisqu’il est très sou-
vent utilisés en aéronautique, et enfin les propriétés du GLARE, nouveau concept alliant
le Verre et l’aluminium utilisé pour la construction du fuselage A380, seront exposées.

Le Carbone-Epoxy

Le Carbone-Epoxy étant souvent utilisé pour les structures d’avions, leurs principales
caractéristiques sont données ici.

Contrainte de rupture Contrainte de rupture Module
en traction en compression d’élasticité densité

σt Mpa σc Mpa E Gpa

Carbone (HR) uni. 1600 1100 140 1.5
Carbone (HM) uni. 1100 900 210 1.6
Carbone (HR) opt. 680 470 76 1.5
Carbone (HM) opt. 550 450 100 1.6

Tab. J.3 – Caractéristiques de composites carbone-époxy pour un drapage unidirec-
tionnel et un drapage “optimisé” [Boi97]. nappage unidirectionnel (uni), nappage optimisé

(opt) 50% de plis à 0˚, 40% de plis à ±45˚, 10% de plis à 90˚

“Les caractéristiques mécaniques des éléments fabriqués en matériaux compo-
sites, vont dépendre du choix de drapage des tissus J.3. Cela nécessite de bien
connâıtre les contraintes auxquelles la pièce va être soumise. Par exemple,
pour un longeron de voilure, cela ne pose pas de problème. Si la pièce est
soumise à des contraintes à caractère tridimensionnel, il faudra utiliser des
tissus isotropes qui perdent un peu de leur avantage par rapport aux matériaux
métalliques. Toutefois, si l’on prend en compte la tenue en fatigue, le compo-
site reprend de l’intérêt, comme le montre le tableau J.4.”

- Jean-Luc Boiffier [Boi97] -

Résistance à la rupture Alliage Composite
en traction σt (Mpa) d’aluminium carbone-époxy isotrope

σt sur pièce non trouée 450 700
σt sur pièce trouée 450 400

σt en fatigue 170 600
sur pièce non trouée

σt en fatigue 90 (120) 350
sur pièce trouée

Tab. J.4 – Caractéristiques [Boi97] comparées de composites carbone-époxy et d’alliage
d’aluminium, à la fatigue pour 107 cycles.
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Pour un matériau unidirectionnel :

Matériaux Carbone Verre Kevlar 49/ Bore/
Celion 3000/Narmco Celion 650/Narmco T300/Narmco E/epoxy R/epoxy epoxy epoxy

Température 23˚C 117˚C 23˚C
Traction longitudinale 1647 1633 1240 1165 1030 1380 1380 1300
Compression longitudinale 1470 1525 937 970 550 660 280 2500
Traction transversale 69.6 30.4 37.9 30 41 41 41 41
Compression transversale 193 138 138 138 202
Cisaillement plan 76.6 58 64.8

σ
m

a
x

(M
P
a
)

Cisaillement interlaminaire 125 79.3 90.3 98 55 55 55 67
Module sens long El 151 143 193 151 45 52 72 200
Module transversal Et 9.3 9 6.96 10 12 13.8 5.5 18.5

(G
P
a
)

Module cisaillement Glt 6.2 4.1 4.13 3.6 4.4 4.5 2.1 5.59
Coefficient de Poisson νlt 0.32 0.3 0.27 0.25 0.25 0.25 0.34 0.23
Pourcentage de fibre en volume 62 62 62 60 60 60 60
Densité 1.59 1.59 1.58 1.52 2 2 1.38 2

Pour un tissu équilibré :

Matériaux Verre E/ Verre R/ Celion 3000/ Kevlar 49/
epoxy epoxy epoxy epoxy

Contrainte maximale de traction (MPa) 400 510 642 552
Contrainte maximale de compression (MPa) 586 172
Contrainte maximale de cisaillement plan (MPa) 49
Contrainte maximale de cisaillement interlaminaire (MPa) 68 50
Module d’Young E (GPa) 22.9 23.9 78.9 32
Pourcentage de fibre en volume 42 42 65 50
Densité 1.74 1.74 1.33

Tab. J.5 – J.J. Barrau [BL87] propose quelques tableaux de matériaux composites caractéristiques.
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SupAéro-Onéra Chapitre J - Données Matériaux

Le “GLARE” : GLAss REinforced

Le GLARE “GLAss REinforced” est composé d’une succession de fines couches d’Alu-
minium (0.2 à 0.5 mm d’épaisseur) et de fibres de verre imprégnées de résine d’Aramide.
Il allie les propriétés attrayantes de l’aluminium qui résiste mieux aux impacts que les
composites, et la grande résistance en fatigue des composites. La résistance en corrosion
et au feu, favorisée par la succession d’interfaces, est également remarquable. Ce nou-
veau matériau, développé dans les années 80 au laboratoire Structures et Matériaux de la
faculté aérospatiale de l’Université de Delft, est maintenant exploité pour la fabrication
d’avions. C’est notamment le cas de l’A380 dont une grande partie du fuselage est en
GLARE. Notons également que le ARALL (Aramid Reinforced ALuminium Laminates),
un autre matériau similaire (famille des FML : Fiber-Metal Laminates) a déjà été utilisé
pour la production du C17 (porte de chargement arrière), le GLARE pour le plancher
cargo de Boeing 777, et pour les panneaux de voilure inférieurs du Fokker 27.
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Commercially produced types of FML
ARALL 1 ARALL 2 GLARE 1 GLARE 2 GLARE 3 GLARE 4

Type d’alliage 7075-T6 2024-T3 7075-T6 2024-T3 2024-T3 2024-T3

Épaisseur de la plaque métallique 0.3 0.2-0.4 0.3 0.2-0.4 0.2-0.4 0.2-0.4
Type de fibre Aramide Aramide Verre R Verre R Verre R Verre R

Épaisseur de résine O.22 0.22 0.25 0.25 0.25 0.375
Orientation des fibres —— —— —— —— X(50/50) X(70/30)

—— - uniaxial fiber orientation, 2 prepreg layers [0/0]

X(50/50) - biaxial fiber orientation, 2 prepreg layers [0/90]

X(70/30) - biaxial fiber orientation, 3 prepreg layers [0/90/0]

Mechanical properties of FML Components
Fibre Résine Alliage Aluminium

Aramide Verre Carbone Aramide Verre Carbone 2024-T3 7075-T6
Twaron HM Verre R T 300 (50%) (60%) (60%)

σrupt (MPa) 2800 4400 3500 1400 2500 2100 455 538
σe0.2 (MPa) - - - - - - 359 483

E (GPa) 125 84 230 62.5 51.6 138 72.5 71.1
A% 2.3 5.1 1.5 2.3 5.1 1.5 14 8

ρm (kg m−3) 1450 2540 1770 1300 1980 1570 2780 2780

Mechanical properties of FML
tAL tpr σrupt (MPa) σe0.2 (MPa) E (GPa) ρm (kg m−3)

ARALL 1 0.3 0.22 897 535 67.5 2160

ARALL 2 0.3 0.22 849 411 68.3 2160

GLARE 1 0.3 0.25 1494 530 62.2 2420

GLARE 2 0.2 0.25 1670 416 60.9 2340
0.3 0.25 1449 406 63.0 2420
0.4 0.25 1295 399 64.5 2470

GLARE 3 0.3 0.25 849 382 51.3 2420

Note : All values are for longitudinal direction (L) and laminate thickness t > 4 mm

Tab. J.6 – Propriétés du GLARE. Ces renseignements proviennent d’une thèse en cours “Fiber-metal laminates steel-C/epoxy : Manu-
facture and mechanical properties” effectuée par Petr Dynáček. juin 2001. http ://deer.ro.vutbr.cz/nakl/thesis/Dymacek.pdf
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SupAéro-Onéra Chapitre J - Données Matériaux

J.3 Contrainte maximale admissible σmax

Les caractéristiques mécaniques2 de chaque matériau sont mesurées en laboratoire sur
des éprouvettes d’essais lors d’expérimentations bien particulières : par exemple essais
de traction.

En pratique, la rupture des pièces industrielles a lieu pour des contraintes calculées
inférieures aux contraintes de rupture des éprouvettes d’essais.

L’une des principales causes de cette rupture prématurée est la différence de ca-
ractéristiques mécaniques entre le matériau sous sa forme réelle d’utilisation et celui de
l’éprouvette d’essai. Le matériau brut livré à l’industriel peut avoir des impuretés, il a pu
également se détériorer lors du stockage (par les produits à proximité ou l’environnement
ambiant corrosif . . . ), et modifier ses propriétés mécaniques lors de son usinage, sa mise
en forme (écrouissage en surface par les outils par exemple).

Une autre cause de cette rupture prématurée réside dans la précision de la modélisation.
Les pièces à dimensionner ne sont généralement pas similaires aux éprouvettes d’essais
dont les caractéristiques sont mesurées en laboratoire. Le calcul théorique des contraintes
maximales que la pièce est amenée à subir peut être entaché d’erreur. Par exemple, il est
difficile de définir une contrainte équivalente lors de sollicitations composées (quel critère
utiliser ? Tresca, Von Mises ?. . . ).

C’est pourquoi, pour dimensionner une pièce, nous définissons la contrainte maxi-
male admissible σmax. C’est la contrainte maximale qu’il est toléré en tout point de
la pièce. Autrement dit, la pièce sera conçue de manière à ce qu’en tout point, les
contraintes subies par cette pièce n’atteignent pas la contrainte maximale admissible
σ ≤ σmax. Cette contrainte σmax est bien évidemment inférieure aux contraintes de rup-
ture des éprouvettes d’essais σrupt mesurées en laboratoire. Elle dépend bien évidement
du matériau choisi pour la pièce, ainsi que de la manière dont la pièce a été usinée, et le
type de sollicitation que l’on désire faire subir à la pièce.

Le choix de la valeur de σmax est primordial puisque la masse des pièces lui est
directement proportionnel. Il faut donc choisir une valeur suffisamment faible pour avoir
une marge de sécurité suffisante par rapport à la rupture, mais pas trop pour ne pas que
la pièce soit inutilement lourde.

Cette section en annexe à pour but d’expliquer comment est choisie la valeur de la
contrainte maximale admissible pour dimensionner une pièce, mais surtout de donner et
justifier les valeurs utilisées pour dimensionner les éléments d’une voilure.

Ce qui suit n’a pas la prétention de constituer un cours sur le dimensionnement de
pièce, pour cela de nombreux ouvrages existent, mais seulement de rappeler quelques
principes pour expliquer la problématique d’un dimensionnement voilure. Les ouvrages
académiques de structures, nous montrent comment dimensionner une pièce à la rupture
statique, ou en fatigue, mais il faut trouver une méthode spécifique pour les voilures qui
ont un dimensionnement mixte.

2Ces données expérimentales sont celles répertoriées dans les tableaux qui précèdent.
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J.3.1 Contrainte maximale admissible en traction σmaxt

Pour définir la contrainte de dimensionnement maximale admissible en traction, nous
allons d’abord rappeler les principes de dimensionnement à la rupture statique et à la
rupture en fatigue. Le dimensionnement à la rupture statique consiste à dimensionner la
pièce pour que la première fois qu’un effort lui est appliqué, elle ne se casse que lorsque
les efforts atteignent les charges extrêmes. Le dimensionnement à la rupture en fatigue
consiste à dimensionner la pièce pour qu’elle soit capable de supporter la répétition de
l’application de charges standards et ne rompe qu’au bout de N cycles.
Nous pourrons ensuite exposer la méthode de dimensionnement mixte qui est utilisée pour
dimensionner l’intrados de la voilure, et qui reprend les principes des dimensionnements
à la rupture statique et en fatigue. Il s’agit de dimensionner l’intrados pour une rupture
aux charges extrêmes en tenant compte de la fatigue sous charge standard que subit
l’aile.

Cas d’un dimensionnement à la rupture statique

Le dimensionnement à la rupture statique consiste à déterminer la pièce pour qu’elle
ne casse pas jusqu’à un effort extrême appliquée une seule fois. La contrainte maximale
admissible σmax correspondante est celle de rupture (notée Rm par la norme AFNOR)
mesurée en laboratoire σrupt (Table J.1, p. 310) lors de l’essai de traction (Figure J.1,

p. 307), rapportée à un coefficient de sécurité matériau αs.

σmax =
σrupt

αs

Toute la difficulté est de choisir la valeur du coefficient de sécurité matériau αs. Si αs

est pris trop élevé, la pièce sera inutilement trop lourde (or en aéronautique la masse est
primordiale : la masse du longeron est par exemple proportionnelle à αs par conséquent
prendre αs trop élevé serait très pénalisant pour les performances avion). Si au contraire
ce coefficient est pris trop faible, la pièce risque de casser avec toutes les conséquences
que cela entrâıne. . .

“ Pour chaque cas de calcul, il est nécessaire de déterminer la valeur la mieux
adaptée du coefficient de sécurité (ou coefficient d’incertitude). Un calcul réel
comporte toujours une certaine incertitude et, oublier de prendre un coeffi-
cient de sécurité (ou le prendre égal à 1) est très dangereux. À l’inverse le
choisir très grand, c’est avouer que l’on ne mâıtrise pas le calcul que l’on
réalise et c’est augmenter le poids, l’encombrement et le prix des matériels.
En l’absence de toute directive il importe donc d’évaluer au mieux la grandeur
de ce coefficient, qui doit prendre en compte l’ensemble des incertitudes du
calcul.”

- Jean Guillot - [Gui03] - -

Le coefficient de sécurité matériau αs peut être modéliser par le produit de 3 coeffi-
cients.

αs = αs1 αs2 αs3
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Le premier coefficient αs1 représente la différence de matériau entre celui utilisé et celui
des éprouvettes d’essais :

αs1 =






1.05 à 1.10 Pièce forgée ou laminée,

1.15 à 1.20 Pièce moulée,

1.2 à 2 Pièce soudée,

1 à 1.1 Pièce usinée.

Le deuxième coefficient αs2 représente la part de risque que l’on est prêt à prendre sur
la pièce en question :

1 ≤ αs2 ≤ 1.3

αs2 =

{
1 Pièce sans danger pour l’utilisateur,

1.3 Pièce dont la rupture peut entrâıner la mort de l’utilisateur.

Le troisième coefficient αs3 représente la pertinence du modèle utilisé pour calculer les
contraintes subie par la pièce :

1.1 ≤ αs3 ≤ 1.3

αs3 =

{
1.1 Modèle représentatif du phénomène,

1.3 Mauvais modèle.

Selon cette modélisation du coefficient de sécurité, celui-ci a donc une valeur minimale
de αsmin = 1 × 1 × 1.1 = 1.1 et maximale est de αsmax = 2 × 1.3 × 1.3 = 3.38.

J.Guillot [Gui03] précise que pour faire un “bon” calcul le coefficient de sécurité est
compris entre :

1.2 ≤ αs ≤ 3

Pour l’étude de voilure composite d’avion Hales tel que le Condor, Jan Raška [Raš00]
et Céline Pendaries [PB99] ont utilisés pour leur modèle un coefficient de sécurité de

αs = 2

Calculons pour notre modèle le coefficient de sécurité matériau adéquat.
Les pièces constituant le caisson travaillant de la voilure d’un avion de transport civil
sont généralement usinés ou laminés. C’est pourquoi nous considérerons une valeur in-
termédiaire de αs1 = 1.05.
Concernant la part de risque que l’on est prêt à accepter pour les pièces du caisson, elle
est nulle, car la rupture du caisson entrâınerait la rupture de l’aile et donc la perte de
l’avion avec tous les passagers et équipage qu’il contient. . . ce qui est impensable ! Nous
considérerons donc la valeur maximale de αs2 = 1.3.
Pour ce qui est de la pertinence de notre modélisation du caisson travaillant, nous somme
assez confiant puisqu’il est fondé sur les résultats de la Résistance Des Matériaux (RDM)
même si plusieurs hypothèses ont dues être faites. Ces hypothèses étant parfois discu-
tables (théorie des poutres difficilement applicable proche de l’emplanture, le caisson
réel supporte des sollicitations croisées et n’est pas constitué en réalité d’éléments dis-
tincts reprenant chacun un type de sollicitation, . . . ), nous considérerons donc une valeur
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moyenne de αs3 = 1.2.
Ce qui fait que le coefficient de sécurité adapté à notre modèle, est finalement de :

αs = αs1 αs2 αs3 = 1.05 × 1.3 × 1.2 = 1.64

C’est cette valeur calculée du coefficient de sécurité que nous utiliserons αs = 1.64
et non pas une valeur de recalage identifiée sur les données expérimentales pour mini-
miser l’erreur relative de notre modèle. Par curiosité, nous pouvons néanmoins chercher
cette valeur optimale du coefficient de sécurité pour vérifier si la valeur que l’on prend
est cohérente. Nous avons donc calculé l’erreur relative moyenne de notre modèle pour
différentes valeur du coefficient de sécurité (Figure J.5, p. 323).
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Fig. J.5 – Erreur relative moyenne Ermoy% et écart type σ de notre modèle (modèle de masse

structure secondaire proportionnelle à la masse de la structure primaire, pas de recalage ni de

triangle d’emplanture, ni de technologie Airbus/Boeing) pour différents coefficients de sécurité

matériaux αs. La valeur optimale αs = 1.62 du coefficient matériau qui minimise l’erreur relative

moyenne de notre modèle, est très proche de la valeur calculée que nous utilisons en pratique

pour notre modèle (αs = 1.64).

Lorsque le coefficient de sécurité crôıt, l’erreur relative moyenne (moyenne des va-
leurs absolues des erreurs relatives de chaque estimation de masse voilure) commence
par décrôıtre : notre modèle sous-estime en moyenne l’ensemble des masses voilure ; le
coefficient de sécurité est trop faible. Puis l’erreur relative moyenne crôıt : le modèle sur-
estime l’ensemble des masses voilure ; le coefficient de sécurité est trop fort. Le minima de
l’erreur relative moyenne correspond à la valeur optimale du coefficient de sécurité pour
que notre modèle donne les meilleures prédictions. Le coefficient de sécurité est dans ce
cas de αs = 1.62, soit une valeur très proche de celle que nous utilisons (αs = 1.64 valeur
élaborée par le calcul). La valeur que nous utilisons est plus grande que celle optimale
(peut-être a-t-on été trop sévère en choisissant le coefficient αs3 ?), mais est du même
ordre de grandeur ce qui est plutôt rassurant.

L’application de cette modélisation de la contrainte maximale admissible pour notre
modèle de masse voilure est critiquable puisque la voilure subit également des efforts
répétés induisant des phénomènes de fatigue. Nous allons maintenant étudier le dimen-
sionnement en fatigue pour ensuite en déduire une modélisation de cette contrainte maxi-
male admissible qui serait judicieux d’utiliser pour dimensionner la voilure.
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Cas d’un dimensionnement à la rupture en fatigue

Sous l’action de charges répétées ou alternées, la rupture d’un matériau peut se pro-
duire au bout d’un temps T appelé durée de vie, sous des contraintes inférieures à la
résistance du matériau en statique : c’est la rupture en fatigue. Le dimensionnement à la
rupture en fatigue consiste à déterminer la pièce pour qu’elle ne casse pas avant qu’on
lui ait appliqué N fois un cycle d’effort standard.

Courbes de Wöhler : mesures de référence sur éprouvettes d’essais
Les caractéristiques mécaniques des matériaux en fatigue sont déterminées expérimen-
talement par des essais en laboratoire. Pour mieux comprendre comment exploiter ces
résultats pour le dimensionnement d’une pièce, nous allons d’abord rappeler comment
sont établies ces courbes représentant le comportement en fatigue d’un matériau.
Une série d’éprouvettes d’essais sont soumises à des efforts alternés répétés, de forme
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Fig. J.6 – Contrainte alternée de fatigue

sinusöıdale, caractérisé par une contrainte moyenne σm et une contrainte alternée σalt

(Figure J.6, p. 324). Toutes les éprouvettes d’essai subissent la même contrainte moyenne
σm. L’essai de chaque éprouvette se termine à rupture de celle-ci, correspondant au
nombre de cycle à rupture N. Le diagramme de Wöhler représente, pour une contrainte
moyenne σm donnée, la contrainte alternée σalt subie par l’éprouvette correspondant au
nombre de cycle à rupture N. En guise d’exemple, voici (Figure J.7, p. 325) la courbe de
Wöhler pour l’aluminium 2024 en flexion rotative (σm = 0, c’est-à-dire R = −1).

En raison de la dispersion inhérente au phénomène de fatigue, des courbes moyennes
“probabilisées” (correspondant à une probabilité de non rupture fixée) sont définies. C’est
souvent la courbe moyenne à 50% qui est tracée.
La partie rectiligne (domaine d’endurance limitée) de ce diagramme (Figure J.7, p. 325)

peut-être modélisée de la forme : Log σ = −0.1098 Log N + 2.967, ce qui revient à :

σWöhler = IQF

(
105

N

)0.1098

(J.1)

avec l’indice de qualité en fatigue : IQF=262 MPa
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Fig. J.7 – Mesures d’endurance en flexion de l’alliage d’aluminium 2024 [ESD62] pour différent

facteur de concentration de contrainte Kt.

Par mesure de sécurité vis-à-vis de la dispersion des résultats, un facteur de dispersion
k est souvent considéré entre la durée de vie T que l’on cherche à assurer pour la pièce,
et le nombre de cycle à rupture N lu sur la courbe de Wöhler. On lira sur la courbe, la
contrainte alternée correspondant au nombre de cycle à rupture N = k T .

“Probabilité de rupture à N cycle : il convient de prendre en compte d’un
coefficient de dispersion k issu de l’examen de la distribution gaussienne du
nombre à rupture. Le coefficient k vaut généralement 5 ou 3 si les charges
sont parfaitement connues.”

- Jean-Luc Engerand [Eng02] -

Airbus [Air00] considère un facteur k = 3, alors que Dassault [Adu04] considère k = 5.
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Données Calcul d’après (Equation J.1, p. 324)

Avion Durée de vie T N = 3T σWöhler N = 5T σWöhler

(nb de cycles)

ATR42-200 60000 1.8 105 246 3 105 232

ATR72-200 60000 1.8 105 246 3 105 232

A319-100 48000 1.44 105 252 2.4 105 238

A320-100 48000 1.44 105 252 2.4 105 238

A320-200 48000 1.44 105 252 2.4 105 238

A320-200D 48000 1.44 105 252 2.4 105 238

A321-100 48000 1.44 105 252 2.4 105 238

A321-200 48000 1.44 105 252 2.4 105 238

A310-200 40000 1.2 105 257 2 105 243

A310-200D 40000 1.2 105 257 2 105 243

A310-300LR 13575 4.07 104 289 6.79 104 273

A310-300D 13575 4.07 104 289 6.79 104 273

A300-600R 30000 9 104 265 1.5 105 251

A330-300 40000 1.2 105 257 2 105 243

A340-300 20000 6 104 277 1 105 262

A340-300B 20600 6.18 104 276 1.03 105 261

A330-600 13072 3.92 104 290 6.54 104 275

Tab. J.7 – Contrainte alternée de l’éprouvette équivalente en flexion rotative (Figure J.7,

p. 325) pour le nombre de cycle à rupture N .

Comment dimensionner une pièce réelle à partir des courbes de Wöhler ?
Il s’agit dans un premier temps de déterminer quels sont les efforts que doit subir la pièce
durant chaque cycle : la contrainte moyenne σm(pièce), la contrainte alternée σalt(pièce),
et, dans le cas de sollicitations composées, les contraintes de cisaillement moyen τm(pièce),
et alterné τalt(pièce).

Remarque J.2 Le cycle d’effort alterné que subit la pièce, est rarement, en pratique,
d’une forme régulière parfaite (Figure J.6, p. 324), mais constituée d’un ensemble de
spectres d’efforts. Par exemple un cycle de vol d’un avion aura des efforts spécifiques
au décollage, à l’atterrissage, et des rafales standards en croisière.
Dans ce cas, on utilisera des méthodes de calculs (exposées par exemple dans
[Jou03, Eng02, ESD79]), permettant de tenir compte du cumul d’endommagement
de ces différents cycles.

Dans un deuxième temps, la démarche consiste à relier ces contraintes pièces3 aux
contraintes de l’éprouvette équivalente (σm(éprouvette), σalt(éprouvette)) dont les ca-
ractéristiques en fatigue sont décrites par la courbe de Wöhler.

σm(éprouvette) = Kt σm(pièce)

σalt(éprouvette) =
Kf

Ke Ks Kp
σalt(pièce)

3Dans le cas de sollicitations composées, on considère la contrainte équivalente. Par exemple pour la
flexion et torsion :

σm(éprouvette) =

√(
Ktf σm(pièce)

)2
+ 3 (Ktτ τm(pièce))2

σalt(éprouvette) =

√(
Kff σalt(pièce)

)2
+ 3

(
Kfτ τalt(pièce)

)2

Ke Ks Kp
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Kp : Coefficient du type de sollicitation
Ke : Facteur d’échelle
Ks : Facteur de surface
Kf : Facteur d’entaille
Kt : Facteur de concentration de contrainte

Le coefficient Kp permet de tenir compte du fait que la pièce subie d’autres types
de sollicitation que la flexion rotative. C’est le rapport de la limite de fatigue de la
sollicitation considérée et de la limite de fatigue de flexion rotative.

En flexion plane : Kp = 1.05

En flexion rotative : Kp = 1

En traction : Kp = 0.9

En torsion : Kp = 0.6

Le facteur d’échelle Ke : La rupture par fatigue est due à la progression de micro-
fissures, donc de défauts dont la probabilité d’existence est d’autant plus grande que les
dimensions sont importantes. Des abaques permettent de déterminer la valeur du facteur
d’échelle Ke selon la dimension de la pièce (Figure J.8, p. 327).
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Fig. J.8 – Exemple d’abaque [BS98, Gui03] du facteur d’échelle Ke selon le diamètre de l’arbre.

Le facteur de surface Ks : Un mauvais état de surface favorise fortement la rupture par
la fatigue ; il existe alors des défauts favorisant la progression des fissures. Des abaques
permettent de déterminer Ks selon la rugosité de la pièce Rt (Figure J.9, p. 327).
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Fig. J.9 – Exemple d’abaque [BS98, Gui03] du facteur de surface Ks selon la contrainte maxi-

male à la traction Rm (notée σrupt (Figure J.1, p. 307) dans ce document (Table J.1, p. 310)),

pour différentes rugosité Rt de la pièce.
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Le facteur de concentration de contrainte Kt : Dès qu’il y a un changement de
géométrie dans la pièce tel qu’un épaulement, une gorge, une rainure . . . , il y a concen-
tration de contrainte. Le facteur de concentration de contrainte Kt représente le rapport
de la contrainte maximale locale et de la contrainte nominale.

“Le coefficient Kt peut-être déterminé soit par des méthodes théoriques de
l’élasticité, soit par des méthodes expérimentales (photoélasticimétrie). Le co-
efficient Kt dépend du mode de sollicitation.
Exemple 1 : Trou elliptique (de largeur a et de hauteur b) vide de petites di-
mensions percé dans une plaque de grande dimension. Kt = 1+ 2a

b (soit pour
un trou circulaire : Kt = 3).
Exemple 2 : Chapes à œil, trous chargés par des axes : Kt varie de 2 à 10.
Exemple 3 : Les valeurs indiquées ci-dessous montrent le niveau élevé du co-
efficient de concentration de contrainte dans les assemblages.

- assemblage de tôles soudées par points Kt = 20
- assemblage de tôles rivées Kt = 10
- assemblage de tôles boulonnées Kt = 6 à 15
- chapes à l’œil, trous chargés par des axes Kt = 2 à 10

”

- J.L. Engerand [Eng02] -
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Fig. J.10 – Exemple d’abaque proposé par [Gui03] montrant l’évolution du coefficient de concen-

tration de contrainte Kt dans le cas d’un épaulement sur un arbre.
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Le facteur d’entaille Kf est le rapport de limite d’endurance d’une éprouvette non
entaillée et de la limite d’endurance d’une éprouvette entaillée. Il dépend du matériau et
du facteur de concentration de contrainte Kt. Il est généralement inférieur au facteur de
concentration de contrainte : Kf ≤ Kt. Des abaques permettent de déterminer le rapport
Kf

Kt
selon la contrainte de rupture en traction σrupt pour différent Kt (Figure J.11, p. 329).
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Fig. J.11 – Exemple d’abaque proposé par [BS98] montrant l’évolution du rapport des facteurs

d’entaille et de concentration de contrainte
Kf

Kt
selon la contrainte maximale à la traction Rm

(notée σrupt (Figure J.1, p. 307) dans ce document (Table J.1, p. 310)) selon la valeur du

coefficient de concentration de contrainte Kt.

Une fois les contraintes de l’éprouvette équivalente exprimée en fonction des contraintes
pièce, il suffit de relier les contraintes éprouvettes aux contraintes lues sur la courbe de
Wöhler. Pour ceci, on définit un coefficient de sécurité en fatigue.

Coefficient de sécurité en fatigue αF

Le diagramme de Haigh (Figure J.12, p. 330) permet de visualiser le potentiel du matériau
de l’éprouvette. Ce diagramme représente la zone de non rupture (associée à une notion
de probabilité) de l’éprouvette pour un nombre de cycle N donné, selon les contraintes
alternée σalt(éprouvette) et moyenne σm(éprouvette) de l’éprouvette.

Le coefficient de sécurité en fatigue est défini par :

αF =
1

σalt(éprouvette)
σWöhler

+ σm(éprouvette)
2 σrupt−σWöhler

Remarque J.3 En statique (N=1 cycle), la contrainte de Wöhler n’est autre que
la contrainte de rupture statique σWöhler = σrupt, la contrainte alternée est nulle
σalt(éprouvette) = 0, et la contrainte moyenne correspond à la contrainte maximale ad-
missible σm(éprouvette) = σmax. Cette expression du coefficient de sécurité en fatigue
αF permet donc bien de retrouver l’expression du coefficient de sécurité en rupture
statique αs = 1

0
σrupt

+
σmax

2σrupt−σrupt

=
σrupt

σmax
.

J.Guillot [Gui03] conseille d’avoir un coefficient de sécurité en fatigue αF d’au moins 1.5.
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Fig. J.12 – Diagramme de Haigh. Ce diagramme est tracé pour un nombre de cycle donné,

et une probabilité de non rupture donnée. La zone grisée représente l’ensemble des points de

fonctionnement (couple de contrainte σalt(éprouvette), σm(éprouvette)) où l’éprouvette ne devrait

pas casser. Ce diagramme permet également de bien visualiser le fait qu’une pièce sollicité en

compression est moins sensible à la fatigue que si elle était sollicité en traction.

Exemple : dimensionnement en fatigue du fuselage d’un avion de transport civil
Au stade avant-projet, pour dimensionner un fuselage, Airbus4 considère une contrainte
de 100 MPa.Tentons de retrouver cette valeur annoncée, par les considérations de fatigue
exposées auparavant. Un fuselage subit pour chaque vol un cycle de pressurisation. Pour
une durée de vie T désirée pour l’avion, la contrainte alternée de rupture à N = 3 T
cycles se déduit de la courbe de Wöhler (Equation J.1, p. 324) : σWöhler. En réalité, la
courbe de Wöhler de l’aluminium 2024 proposée dans ce document (Figure J.7, p. 325)

est normalement faite pour une contrainte moyenne nulle ce qui n’est pas tout à fait le
cas de la sollicitation du fuselage. Pour affiner le calcul, il faudrait effectuer la correction
de l’effet de la contrainte moyenne comme le propose l’ESDU [ESD58], mais nous ne
tiendrons pas compte de ceci pour ce calcul simplifié.
En considérant un coefficient de sécurité en fatigue de αF = 1.5 comme le conseille
J.Guillot [Gui03], on déduit la contrainte alternée de l’éprouvette équivalente :

σalt(éprouvette) =
σWöhler

αF

La contrainte alternée de la pièce, c’est-à-dire la contrainte maximale admissible qui
servira à dimensionner le fuselage, s’exprime en fonction de la contrainte alternée de
l’éprouvette équivalente :

σalt(pièce) =
σalt(éprouvette)

Kf

Ke Ks Kp

Avec un coefficient du type de sollicitation Kp = 0.9 pour passer de la sollicitation
de traction (due à la pressurisation) à la sollicitation de référence de flexion rotative, un
facteur d’échelle de Ke = 1 étant donnée la faible épaisseur de la peau du fuselage (de 1 à

4D’après une conversation téléphonique du 10 octobre 2003 avec Antoine Gervais, confirmé en 2005
par C.Cros.
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2 mm [Adu04]), un facteur de surface Ks = 1 étant données (Figure J.9, p. 327) la rugosité
de l’aluminium 2024-T3 du fuselage (Rt ≈ 2.5 µm d’après [ESD73]) et la contrainte de
rupture en traction σrupt = 485 MPa, et un facteur d’entaille Kf = 3 × 0.55 = 1.65

(Kt = 3 pour un trou circulaire,
Kf

Kt
= 0.55 d’après (Figure J.11, p. 329) avec pour

l’aluminium σrupt = 485 MPa).
Soit finalement un diviseur de :

Kf

Ke Ks Kp
=

1.65

1 × 1 × 0.9
≈ 1.83

Cette modélisation simple permet effectivement de retrouver pour σmax = σalt(pièce)
l’ordre de grandeur de 100 MPa annoncé par Airbus :

Avion T N = 3 T σWöhler σalt(éprouvette) σalt(pièce)
(cycles) (cycles) (MPa) (MPa) (MPa)

ATR42-200 60000 1.8 105 246 164 89

ATR72-200 60000 1.8 105 246 164 89

A319-100 48000 1.44 105 252 168 92

A320-100 48000 1.44 105 252 168 92

A320-200 48000 1.44 105 252 168 92

A320-200D 48000 1.44 105 252 168 92

A321-100 48000 1.44 105 252 168 92

A321-200 48000 1.44 105 252 168 92

A310-200 40000 1.2 105 257 171 93

A310-200D 40000 1.2 105 257 171 93

A310-300LR 13575 4.07 104 289 193 105

A310-300D 13575 4.07 104 289 193 105

A300-600R 30000 9 104 265 177 96

A330-300 40000 1.2 105 257 171 93

A340-300 20000 6 104 277 185 101

A340-300B 20600 6.18 104 276 184 100

A330-600 13072 3.92 104 290 194 106

Cas d’un dimensionnement mixte : rupture de la voilure à charge extrême
tenant compte de la fatigue de N cycles sous charge standard de vol

Une voilure ne doit pas casser sous des charges inférieures aux charges extrêmes, mais
elle doit également pouvoir être utilisée dans des conditions normales pendant un certain
nombre de cycles de vols. Ainsi, le dimensionnement de la voilure est mixte car il doit à la
fois tenir compte d’un dimensionnement à rupture statique et d’un dimensionnement à la
fatigue. C’est un dimensionnement de l’intrados aux charges extrêmes qui tient compte
de la fatigue de la voilure sous charges standards de vol.
Airbus [Air00] propose une méthode de dimensionnement statique à charge extrême avec
une contrainte maximale admissible σmaxt plus faible que celle d’un dimensionnement
statique classique, pour tenir compte de la fatigue de la structure. La contrainte maxi-
male admissible en fatigue sous charge normale est calculée par les méthodes classiques de
calcul en fatigue, en prenant une marge sur le nombre de cycle de 3 fois la durée de vie en-
visagée de l’avion (N = 3T ). Puis, un facteur multiplicatif est appliqué à cette contrainte
de fatigue pour obtenir la contrainte maximale admissible σmaxt de dimensionnement à
charges extrêmes.

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 331
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“L’intrados est le revêtement inférieur de la voilure dans le cas de charge
déterminant où la voilure est porteuse (facteur de charge très important), il
sera tendu. Le cas de vol normal, lui aussi, introduit de la tension dans l’in-
trados. L’intrados sera dimensionné donc en fatigue. Pour cela, on utilisera
une contrainte admissible équivalente à charge extrême.
Le matériau retenu pour le panneau intrados est un alliage aluminium-cuivre
AU4G1 (4% de cuivre, 1% de magnésium) qui, avec ses bonnes caractéristiques
d’homogénéité et d’allongement, a l’avantage d’offrir une vitesse lente de pro-
pagation de criques.
Contrainte admissible : σmaxt = 330 MPa ; c’est une contrainte de fatigue
issue des courbes de Wöhler. La valeur lue sur la courbe est 110 MPa multi-
pliée par le coefficient de cycle de durée de vie avion, à savoir 3 pour notre
cas5.”

- F.Leclerc [Lec02] -

Le professeur E.Torenbeek [Tor92] propose un ordre de grandeur similaire de σmaxt

pour dimensionner l’intrados à l’emplanture.

“The lower wing skins are particulary prone to fatigue through the continuous
application - and relaxation - of tension stresses. For this reason the standard
material used is an alloy designated 2024-T3, which has a very good fatigue
resistance. The ultimate tensile stress is approximately 450 N/mm2, but to
cope with combined tension and shear loading this has to be reduced by at
least 10%, e.g. to 400 N/mm2. However, for aircraft with critical manoeuver
load this would result in a stress level of 400/3.75 = 106N/mm2 in 1-g flight.
This is generally considered as too high. For example, a heavily loaded aircraft
such as the Boeing 747 uses a maximum tensile tensile stress of 320N/mm2,
corresponding to 85 N/mm2 stress in 1-g flight. It is therefore recommended
to use σmaxt ≤ 350 N/mm2 for the lower panel at the wing root. For short-
range aircraft, which may have ultimate load factors up to 5.0 (gust load) this
results6 in σ1−g ≤ 7.0 N/mm2, which is a good value for obtaining a long
crack-free structure up to 40,000 flights.
It should be emphasized that this recommendation applies to conventional ma-
terials and structures. The designer should deviate from it if this is felt appro-
priate. This would also be the case if an exceptionally long service life would
be required. ”

- E.Torenbeek [Tor92] -

Tentons de retrouver cet ordre de grandeur de 330 MPa. Pour chaque vol, la voi-
lure doit supporter le propre poids de l’avion. Nous considérerons qu’un cycle corres-
pond à un vol et que les efforts appliqués sont autour de 1-g. En réalité, l’aile subit
un profil d’effort plus complexe dû aux rafales, aux efforts provoqués par le décollage
et l’atterrissage. . . Pour ce calcul simplifié, nous considérerons que la contrainte alternée

5Cette dernière phrase explicative de F.Leclerc à propos de la valeur des 330 = 3 × 110 me parâıt
étrange car la méthode Airbus décrite dans [Air00] prend effectivement un facteur 3 pour tenir compte
de la dispersion de la courbe de Wöhler (Figure J.7, p. 325) mais non pas sur la valeur lue de la
contrainte, mais sur la durée de vie : c’est la valeur de la contrainte pour N=3T (avec T la durée de vie
de l’avion). Par ailleurs, 110 MPa sur la courbe de Wöhler de l’aluminium 2024 (Figure J.7, p. 325)
est une valeur trop faible pour définir une limite en fatigue.

6Je pense qu’il s’agit de 70 MPa (et pas 7 MPa), ce qui correspond à 5× 70 = 350 MPa aux charges
extrêmes. Je suis dans l’attente d’une confirmation d’E.Torenbeek à ce sujet (12 juin 2006).
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σalt(éprouvette) correspond aux efforts à 1-g et que la contrainte moyenne est nulle
σm(éprouvette) = 0.
Pour les même raisons invoquées précédemment pour le dimensionement du fuselage en
fatigue, les facteurs permettant d’exprimer les contraintes de l’éprouvette équivalente
sont identiques : Kf = 3 × 0.55 ≈ 1.65 (pièce trouée Kt = 3 et intrados en aluminium

2024 de σrupt = 485 MPa induisant
Kf

Kt
= 0.55), Ke = 1 (revêtement intrados de faible

épaisseur), Ks = 1 (rugosité faible 2.5µm), et Kp = 0.9 (l’intrados est sollicité en trac-

tion). Ainsi : σalt(pièce) = σalt(éprouvette)
1.83 .

La contrainte de l’éprouvette équivalente se déduit de la contrainte lue sur le diagramme
de Wöhler par : σalt(éprouvette) = σWöhler

αs
.

À partir de cette contrainte pièce de fatigue à 1-g, pour dimensionner l’intrados il nous
faut exprimer la contrainte maximale admissible de traction σmaxt correspondant à la
rupture aux charges extrêmes. Pour un avion de transport civil, les charges extrêmes sont
de 3.75-g, soit environ 3.75 fois les charges que nous avons définies pour le dimensionne-
ment en fatigue à 1-g. Ainsi :

σmaxt ≈ 3.75 σalt(pièce)

Avion T N = 3 T σWöhler σalt(éprouvette) σalt(pièce) σmaxt

(cycles) (cycles) (MPa) (MPa) (MPa) (MPa)

ATR42-200 60000 1.8 105 246 164 89 335

ATR72-200 60000 1.8 105 246 164 89 335

A319-100 48000 1.44 105 252 168 92 343

A320-100 48000 1.44 105 252 168 92 343

A320-200 48000 1.44 105 252 168 92 343

A320-200D 48000 1.44 105 252 168 92 343

A321-100 48000 1.44 105 252 168 92 343

A321-200 48000 1.44 105 252 168 92 343

A310-200 40000 1.2 105 257 171 93 350

A310-200D 40000 1.2 105 257 171 93 350

A310-300LR 13575 4.07 104 289 193 105 394

A310-300D 13575 4.07 104 289 193 105 394

A300-600R 30000 9 104 265 177 96 361

A330-300 40000 1.2 105 257 171 93 350

A340-300 20000 6 104 277 185 101 378

A340-300B 20600 6.18 104 276 184 100 377

A330-600 13072 3.92 104 290 194 106 396

Nous obtenons alors des valeurs de la contrainte maximale en traction de l’intrados
aux charges extrêmes σmaxt légèrement supérieures à 330 MPa. Cela dit, étant donné
que la répartition de portance n’est pas tout à fait identique sous charges extrêmes par
rapport aux charges de vol standard 1-g, et que la contrainte alternée de fatigue en vol
standard à considérer est probablement légèrement supérieure à 1-g, le rapport entre
la contrainte maximale admissible σmaxt et la contrainte σalt(pièce) est probablement
inférieur à 3.75.

σmaxt = 3.75 (1 − ξ) σalt(pièce)

La valeur moyenne de ξ qu’il faudrait pour retrouver 330 MPa serait de 0.0744.
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Remarque J.4 L’essai de rupture voilure aux charges extrêmes (Figure 4.1, p. 48) est
faite sur une aile neuve, non fatiguée. Par conséquent, on est en mesure de se demander
si une voilure fatiguée d’un avion en fin de vie, serait encore capable d’assurer la rupture
aux charges extrêmes.

“Lorsque le matériau est sollicité par des contraintes supérieures à sa
limite élastique, la déformation plastique est étendue dans le volume et
le nombre de cycles à rupture est faible (inférieur à 104 cycles). À fort
niveau de contrainte, on est dans le domaine de fatigue oligocyclique, la
durée de vie est un temps de propagation de fissure.
À faible niveau, cette durée est un temps d’amorçage. À 106 cycles, le
temps d’amorçage occupe 90% de la durée de vie.”

- Bertrand Journet [Jou03] -

Jean-Pierre Bernadoua nous a confirmé qu’à faible charge, l’amorçage de la crique ne
se fait pas avant 80% de la durée de vie de l’éprouvette sollicité en fatigue. À forte
charge, l’amorce d’une crique apparâıt dans les 20% de la durée de vie, et le reste du
temps c’est de la propagation de fissure. En première approximation, tant que la crique
n’est pas amorcée, l’éprouvette tient normalement jusqu’aux charges extrêmes.
La voilure sollicité en fatigue à faibles charges (charges de vol standard inférieures aux
charges limites nz ≤ nzcl , donc pour des contraintes inférieures à la limite élastique), a
en fin de vie de l’avion, c’est-à-dire à moins de 80% du nombre de cycles à rupture (due
à la marge sur le nombre de cycles à rupture par rapport à la durée de vie de l’avion
N = 3 T ), la capacité normalement de tenir jusqu’aux charges extrêmes puisqu’il y a
alors pas ou peu de criques qui se sont amorcées. Un avion fatigué devrait donc avoir
la rupture de son aile aux charges extrêmes.
Par ailleurs, rappelons qu’un avion en service ne devrait jamais subir des charges
supérieures aux charges limites FAR 25.301.a qui sont inférieures aux charges extrêmes.

aProfesseur de structure aéronautique et spatiale à SupAéro. D’après une entrevue du 15
juin 2006.
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J.3.2 Contrainte maximale admissible en compression σmaxc

Pour l’extrados, F.Leclerc [Lec02] indique que la valeur de cette contrainte, pour
l’AZ5GU, est de l’ordre de 400 MPa à l’emplanture et décrôıt linéairement jusqu’à
250 MPa à 70% de la demi-envergure. Nous allons voir, en se basant sur l’étude des
phénomènes de flambage, que la contrainte maximale admissible en compression à considérer
dans notre modélisation voilure est plus faible.

Rappel sur le flambage des tôles raidies

Rappelons qu’une poutre soumise à une force de compression F , flambe pour :

σ =
F

Spoutre
=

π2 E Ipoutre

(k L)2 Spoutre

F Force de compression N
Spoutre Surface de la section de la poutre m2

E Module d’Young du matériau de la poutre Pa
Ipoutre Inertie de la poutre m4

k Coefficient qui dépend du type des appuis aux extrémités de la
poutre.
k = 1 pour deux appuis simples
k = 0.5 pour deux appuis encastrés
k = 2 pour un appui encastré et une extrémité libre
k = 0.9 pour des liaisons classique sur des nervures [Lec02]

L Longueur de la poutre m

Et une tôle d’épaisseur e et de largeur b, soumise à de la compression, flambe pour :

σc =
F

e b
= K E

(e

b

)2

F Force de compression N
K Coefficient qui dépend du type des appuis des bords de la tôle.

K = 3.62 pour des bords en appuis simples
K = 6.31 pour bords encastrés
K = 3.64 pour un revêtement voilure [Lec02]

E Module d’Young du matériau de la tôle Pa

e Épaisseur de la tôle m
b Largeur de la tôle m

La longueur de la tôle intervient uniquement dans le nombre de demi-ondes, c’est-à-dire
dans le nombre de plis qui apparaissent dans la tôle en flambage.

Nous allons maintenant étudier le flambage d’une tôle raidie.
Lorsqu’une faible force de compression F est appliquée à une tôle raidie, l’ensemble

de la structure subit une contrainte σm.

σm =
F

Sraidisseur + e b

Puis, quand F augmente, la contrainte σm augmente jusqu’à ce que la contrainte critique
de flambage σc de la tôle soit atteinte. Une partie de la tôle est alors en post-flambage

Modèle de Masse Voilure - Élodie Roux 335
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b
pas des raidisseurs

σ

}
Force de compresion

F

tôle

raidisseur

σm =
F

Sraidisseur + e b

b

σ

}

 

F

σc = K E (e/b)2

σr =
F

Sraidisseur + e 2c

zone de tôle en 

post-flambage

c
largeur de

tôle raidie

b-2c

b

σ

}

 

F

σc = K E (e/b)2

σr =
F

Sraidisseur + e 2c

zone de tôle en 

post-flambage

c
largeur de

tôle raidie

b-2c

Rupture à σr = 
π2 Imaille

(k δner)
2 Smaille

δner
distance entre 

deux nervures

Fig. J.13 – Flambage d’une tôle raidie [Feh91] pour différentes intensités de la force de com-

pression F .

sur une largeur b − 2 c et subit une contrainte moyenne σc de :

σc = K E
(e

b

)2

La largeur de tôle raidie 2 c sera à déterminer. Elle dépend de l’intensité de l’effort qui
est appliqué.
Le reste de la tôle de largeur 2c et le raidisseur, sont surchargés, et reprennent les efforts,
en subissant une contrainte moyenne de :

σr =
F

Sraidisseur + 2c e

Si la force de compression augmente encore, alors la largeur de tôle en post-flambage b−2c
augmente (c diminuant progressivement à partir de sa valeur initiale b

2 correspondant à

σc = σm) et la contrainte subie est toujours de σc = KE
(

e
b

)2
. La largeur de la tôle raidie

2c diminue, et la contrainte σr subie par cette partie de tôle ainsi que par le raidisseur,
augmente.
On appelle “maille” la partie de la structure constituée du raidisseur et de la partie
de tôle qui n’a pas flambée (Figure J.14, p. 337). Lorsque cette contrainte σr subie par
la maille, atteint la contrainte de flambage de la maille σeffondrement, alors la structure
entière s’effondre, c’est la rupture.

σeffondrement =
π2 Imaille

(k δner)2 Smaille

La largeur de la tôle raidie 2 c se détermine par la formule de Karman :

2 c = b

√
σc

σr
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Fig. J.14 – Le raidisseur et la partie de tôle non flambée constitue la “maille” dont il faut

calculer la surface et l’inertie pour étudier le flambage d’une tôle raidie

Cette largeur 2c est fonction de la contrainte subie par la maille σr qui elle même
s’exprime en fonction de c. Pour pallier ce problème, on utilise l’expression de σr :

4 c2 = b2 σc

σr

= b2 σc

F
(Sraidisseur + 2c e)

0 =
F

b2 σc
(2c)2 − e (2c) − Sraidisseur polynôme d’ordre 2 en 2c

2c =
e +

√
e2 + 4 F

b2 σc
Sraidisseur

2 F
b2 σc

On ne garde que la racine positive (0 ≤ c ≤ b
2 )

Au fur et à mesure que la force de compression augmente, la largeur de tôle raidie 2c
qui initialement vaut b, diminue progressivement jusqu’à ce que la structure s’effondre.
Pour le revêtement voilure, le professeur de mécanique de l’UPS, J.-J.Barrau7 indique
que la largeur raidie est de l’ordre de 2 c ≈ 30 e. C’est aussi cet ordre de grandeur qui
est indiqué dans le cours de J.-M. Fehrenbach [Feh91] comme valeur initiale d’itération
dans la recherche de la vraie valeur de 2c.

Compression des semelles par la sollicitation en flexion voilure

Nous venons de rappeler le phénomène de flambage des tôles raidies. Nous allons main-
tenant utiliser ces résultats pour prédire le flambage du revêtement voilure. Les semelles
du longerons voilure sont en pratique des tôles raidies. Pour la partie de voilure à di-
mensionner en compression (les semelles extrados), la fatigue étant moins prépondérante

7D’après un entretien téléphonique du 7 avril 2006.
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Fig. J.15 – Le caisson travaillant est composé d’une peau et de raidisseurs

que pour la traction, le dimensionnement en compression est basé essentiellement sur des
considérations de flambage. Dans ce cas, la force de compression répartie provient du
moment de flexion voilure Mf sous charges extrêmes : ce qui revient à une force de com-

pression de
Mf

h (avec h, la distance entre les semelles extrados et intrados) sur l’ensemble
du revêtement extrados.

En notant le nombre de raidisseurs nr =
d̃ C fϕe cos ϕe

b −1, les contraintes caractéristiques
s’expriment par :

σm =
Mf

h
(
nr Sraidisseur + d̃ C fϕe cosϕe e

)

σc = 3.64 E
(e

b

)2

c =
1

2

e +
√

e2 + 4
Mf

h b3 σc
Sraidisseur

2
Mf

h b3 σc

σr =
Mf

h b (nr Sraidisseur + 2 c e)

σeffondrement =
π2 Imaille

(0.9 δner)2 Smaille
(J.2)

Pour le dimensionnement voilure, on considère l’effondrement de la structure sous les
charges extrêmes, c’est-à-dire la contrainte du raidisseur et de la tôle raidie σr est prise
égale à la contrainte d’effondrement de la structure σeffondrement : σr = σeffondrement.
L’épaisseur de la tôle e va ainsi être déterminée.

Remarque J.5 La forme du raidisseur est parfois pris en forme Z pour améliorer
légèrement la tenue en flambage par l’amélioration de l’inertie de la maille Imaille

(Figure J.14, p. 337).
Pour l’application numérique qui suit, nous avons considéré un raidisseur en T avec
les dimensions suggérées dans le bureau d’études de 1ère année de F.Leclerc [Lec02],
à savoir :

b1 = 15 mm, h1 = 2 mm, b2 = e, h2 = 5 e.

F.Leclerc précise que la hauteur du raidisseur h2 doit être inférieure à 7 fois son
épaisseur b2 pour éviter les problèmes de flambage du raidisseur lui-même : h2 < 7 b2.
Nous avons également fait le calcul pour un raidisseur en J, ce qui permet de gagner
un peu de rigidité mais qui ne bouleverse pas fondamentalement les résultats exposés
dans ce document.

Voici un exemple de calcul de flambage d’un revêtement extrados de voilure d’un
avion de transport civil (données Airbus du Bureau d’études de F.Leclerc [Lec02]. Le
pas des raidisseurs considéré est de b = 130 mm). Puisque la contrainte subie par le
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revêtement est différente dans le raidisseur et la partie de tôle raidie σr, ou dans la
tôle non raidie σc, nous définissons une contrainte maximale admissible équivalente de
l’ensemble du revêtement qui correspond à la même surface de revêtement extrados
SE = nr Sraidisseur + d̃ C fϕe cosϕe e :

σmaxc = − Mf

h
(
nr Sraidisseur + d̃ C fϕe cosϕe e

)

La surface du revêtement extrados SE = nr Sraidisseur + d̃ C fϕe cosϕe e est déterminée
numériquement par les considérations de flambage, en résolvant le système d’équations
précédemment exposé (Equation J.2, p. 338) pour déterminer l’épaisseur de la tôle e.
Cette contrainte σmaxc varie le long de l’aile (Figure J.16, p. 339). Une telle contrainte
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Fig. J.16 – Contrainte maximale admissible de compression du revêtement extrados, calculée

selon la méthode de flambage de tôle raidie, pour l’application du Bureau d’étude de F.Leclerc

[Lec02].

variant le long de l’aile ne permet pas une résolution analytique de notre modèle de masse
voilure (Equation 4.7, p. 60).

MSE
= ρm

∫ Y =1

Y =0

SE(Y )
b/2

cosϕe
dY = − b/2

cosϕe

∫ Y =1

Y =0

Mf (Y )

h(Y )σmaxc(Y )
dY

=
b/2

cosϕe

∫ Y =1

Y =0

(
nr(Y ) Sraidisseur(Y ) + d̃ C(Y ) fϕe cosϕe e(Y )

)
dY

Il faut revenir à une contrainte maximale admissible équivalente qui soit constante le
long de l’aile. Elle correspond après intégration le long de l’aile, à la même masse que
celle obtenue par résolution numérique avec les contraintes définies par le flambage dans
chaque portion de revêtement.

σmaxc = −
∫ Y =1

Y =0
Mf (Y )
h(Y ) dY

∫ Y =1

Y =0

(
nr(Y ) Sraidisseur(Y ) + d̃ C(Y ) fϕe cosϕe e(Y )

)
dY
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Si l’on considère l’ensemble de notre base de données complètes8 de masse voilure
MW (Section 2, p. 31), en admettant une contrainte maximale admissible en traction de
σmaxt = 330 MPa pour l’intrados, la contrainte maximale admissible en compression
σmaxc qui minimise l’erreur relative moyenne9 d’estimation des données de masse voilure
est de σmaxc = −247 MPa.

Loin des 400MPa annoncé par Airbus, cet ordre de grandeur se rapproche cependant
de celui donné par le modèle proposé par le professeur E.Torenbeek.

“ The upper wing skins have to withstand mainly compression stresses, as
the wing flexes upward during flight. The design stress for a conventional
skin-stringer structure, with compressive loading intensity P and rib pitch L,
is

σC = F

√
P Et

L
(J.3)

where F denotes an efficiency factor for the stiffened skin ans Et is the tan-
gent modulus. The loading intensity P is obtained from the root bending mo-
ment,

MBr =
1

4
n r M ηcp bs

which has to be divided by the wing thickness and the structural chord csr of
the wing box, measured perpendicular to the elastic axis :

P =
MBr

tr csr

Where the bending moment is the highest. The structural panel efficiency F
depends on the details of the structure, such as the type of stringers and the
ratio of skin to stringer material. The best practical values obtainable amount
to about 0.8 for Z-stringers and 0.9 for hat-stringers. Assuming the first of
these values and taking Young’s modulus for Et, (Equation J.3, p. 340) results
in :

σC ≈ 0.22 106
√

P/L (N/m2)

This applies to stress levels in the elastic range, i.e. up to 270 N/mm2 for
2024, or up to 450 N/mm2 for 7075 alloys. For higher stresses the tangent
modulus must be used and for 2024-T3 a reasonable approximation is

σC = 7.715 106 (P/L)
1/4 ≤ 400 106 (N/m2)

A typical maximum compressive stress in the upper wing panel of a Boeing 747
amounts to 400 N/mm2. This is about the maximum compression strength of
2024 material, but for the loading of this wing a higher value can be achieved
with 7075 material, the more usual choice for upper wing panels. Note that

8Nous avons préféré considérer les données de masse voilure totale et non pas les données détaillées
de masse extrados, car nous disposions de peu de données détaillées et, comme nous le verrons dans la
section suivante, ces données ne représentent pas uniquement la masse que nous cherchons à modéliser,
d’autres phénomènes entre eu jeu, ce qui fausse les calculs.

9L’erreur relative moyenne est dans ce cas de 4.1% en ayant considéré MAutre = 12%MCaisson.
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the factor 0.8 in equation of equivalent stress σ = 2
(

1
σT

+ 1
0.8σC

)−1

takes

into account the reduced panel loading outboard, resulting in lower average
compression stress levels.
Although the previous method may be used to determine σmaxc, it requires
more details of the structure to be known than are usually available. Therefore
it is recommended to use for 7075 material :

|σmaxc| = 400 106

(
MMTOW

106

)1/4

(N/m2)

”

- E.Torenbeek [Tor92] -

Avion MMT OW |σmaxc| d’E.Torenbeek
(kg) (N/mm2)

CITATION 1 5216 107
SN-601-CORVE 6600 114
FALCON 10 8615 122
HS 125-3 B 9843 126
NORD 262-20 10600 128
HS 125-600 B 11340 131
FALCON 20 12100 133
ATR-42-200 15750 142
FALCON 50-B 17600 146
FOKKER-27 18200 147
FALCON 900 19824 150
VFW-614-G6 19950 150
FOKKER-28 28580 164
DC 9-10 40434 179
B 737-100 44000 183
B 737-200 45360 185
DC 9-30 48989 188
CARAVELLE-6R 50000 189
DC 9-40 51710 191
TRIDENT 1 52163 191
MERCURE IT 54500 193
DC 9-50 54885 194
CARAVELLE 12 56000 195
A319-100 64000 201
B 727-100 72575 208
A320-200 73500 208
A320-100 77400 211
B 727-200 78019 211
A321-100 83000 215
A321-200 89000 218
DC 8-20 125190 238
A310-200 138600 244
B 707-328 140610 245
A310-300 150000 249
A300 B4 157500 252
DC 8-63 161030 253
A300-600 165000 255
A300-600R 170500 257
CONCORDE 185070 262
L-1011 TRIST 185520 263
DC 10-10 195050 266
A330-300 212000 271
B 777-200 247210 282
DC 10-30 251750 283
A340-300 257000 285
B 747-100 321140 301
A340-600 365000 311
B 747-400 396830 317
A380 560000 346
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J.3.3 Contrainte maximale de cisaillement τmax

La contrainte maximale de cisaillement τmax est généralement considérée comme la
moitié de la contrainte maximale admissible de traction. C’est un résultat qui découle
des propriétés matériaux (Table J.1, p. 310).

τmax ≈ σmaxt

2

J.3.4 Quelques remarques vis-à-vis des données expérimentales
détaillées de masse voilure

Nous venons de faire la synthèse des valeurs de contraintes maximales admissibles
σmax et constatons que la contrainte maximale admissible en traction de l’intrados
σmaxt ≈ 330MPa est plus grande (en valeur absolue) que la contrainte maximale admis-
sible en compression de l’extrados σmaxc ≈ −220MPa. Puisque la masse est inversement
proportionnelle à la contrainte maximale admissible, on s’attend donc à ce que la masse
d’extrados soit plus importante que celle de l’intrados. Or, les quelques données détaillés
de masse voilure dont nous disposons [Cro99], montrent que c’est l’inverse. Mis à part
l’ATR42, les données (selon la décomposition de la norme AI) de masses de revêtement
extrados sont plus légères que l’intrados.

Pour minimiser l’erreur d’estimation moyenne de ces données de masse de revêtement,
il faudrait considérer une contrainte maximale admissible en traction de σmaxt = 226MPa
(pour une erreur d’estimation de masse de revêtement intrados minimale de 18% !) et
en compression de σmaxc = −307 MPa (pour une erreur minimale de 17%). Le ta-
bleau ci-dessous montrent les estimations de notre modèle pour ces valeurs optimales de
contraintes maximales admissibles σmaxt = 226 MPa et σmaxc = −307 MPa.

Masse Extrados Masse Intrados
Avion data model Er% data model Er%

(kg) (kg) (%) (kg) (kg) (%)

ATR-42-200 292 217 25.52% 286 295 -3.37%
A319-100 1327 964 27.34% 1924 1309 31.93%
A320-200 1282 757 40.92% 1857 1029 44.6%
A321-200 1488 1489 -0.06% 2208 2023 8.37%
A310-300 2910 1930 33.69% 3979 2621 34.12%
A300-600R 3096 3016 2.57% 4776 4097 14.2%
A340-300 6046 6761 -11.82% 8704 9184 -5.52%
B 777-200 6319 6339 -0.3% 8617 8610 0.08%
B 747-400 8607 9514 -10.53% 10902 12923 -18.54%

Erreur moyenne 16.97% 17.96%

Ce résultat soulève des questions. Y-a-t-il des masses supplémentaires pour la fabrica-
tion ou nécessaire au montage dont notre modélisation ne tient pas compte et qui feraient
que le revêtement intrados est finalement plus lourd que l’extrados ? Ou la décomposition
en poste de masses selon la norme AI du revêtement intrados et extrados ne correspond-
t-il pas à notre façon de décomposer les semelles intrados et extrados notre modèle ?

C.Cros10 précise qu’à cette masse intrados calculée théoriquement, viennent s’ajouter
près de 40% de masse supplémentaire pour obtenir la masse réelle, pour plusieurs raisons :

– le modèle ne tient pas compte des couplages dus à la torsion,
– le modèle ne considère pas exactement la forme réelle du profil,

10D’après une entrevue du 14 juin 2006
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Fig. J.17 – Erreur relative moyenne d’estimation de notre modèle de revêtement intrados,

extrados ou de l’âme par rapport aux données détaillées de masse voilure à disposition, pour

différentes valeurs de la contrainte maximale admissible.
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– le poids du carburant déforme la peau de l’intrados,
– la présence de trous d’homme pour les visites d’inspection nécessite des renforts

représentant à eux seuls près de 5% de masse supplémentaire,
– le modèle ne tient pas compte de fixations diverses (pour les becs, volets, . . . ),
– la structure doit être renforcée pour transmettre les efforts du train d’atterrissage.

Ceci est cohérent avec la valeur de contrainte admissible que l’on considérait : σmaxt

1.4 =
330
1.4 = 236 MPa ce qui est du même ordre de grandeur que la valeur optimale trouvée
numériquement de σmaxt = 226MPa pour retrouver les estimations des données détaillées.

Cette dernière question est notamment soulevé avec l’âme du longeron que nous assi-
milons au poste “Longerons” de la norme AI. Pour ces derniers, la contrainte maximale
admissible de cisaillement τmax devrait être de 41 MPa pour minimiser l’erreur d’es-
timation des données de masse “Longerons” pour une erreur d’estimation de 33%. Ce
résultat parâıt également curieux, d’autant que l’ordre de grandeur de la contrainte τmax

est loin d’être de la moitié de la contrainte maximale de traction σmaxt. Le tableau ci-
dessous montre les estimations de notre modèle pour cette valeur optimale de contrainte
maximale admissible τmax = 41 MPa

Masse de l’âme
Avion data model Er%

(kg) (kg) (%)

ATR-42-200 183 145 20.71
A319-100 931.6 623 33.09
A320-200 931.7 808 13.29
A321-200 969.9 1051 -8.34
A310-300 2030.1 1800 11.35
A300-600R 2292.7 2292 0.04
A340-300 3806.6 3718 2.33
B 777-200 2226 4107 -84.49
B 747-400 3213 7095 -120.83

Erreur moyenne 32.7%

Cette modélisation ne convient visiblement pas du tout aux Boeing alors qu’elle est
assez cohérente pour les Airbus.
C.Cros précise également que par rapport au calcul de l’âme par dimensionnement en
cisaillement, il faut considérer un facteur 4.5 pour retrouver la masse réelle. Ceci est dû
au fait que le calcul en cisaillement ne tient pas compte du cas où le carburant va charger
le longeron avant dans le cas de crash à 9g.

“(b) The structure must be designed to give each occupant every reasonable chance of
escaping serious injury in minor crash landing when-

(1) Proper use is made of seats, belts, and all other safety design provisions ;

(2) The wheels are retracted (where applicable) ; and

(3) The occupant experiences the following ultimate inertia forces relative to the surroun-
ding structure :

(i) Upward, 3.0g.

(i) Forward, 9.0g.

(i) Sideward, 3.0g on the airframe, and 4.0g on the seats and their attachments.

(i) Downward, 6.0g.

(i) Rearward, 1.5g.

. . .

”

- FAR 25.561 General. Emergency landing conditions. [FAA03] -
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Là encore, c’est cohérent avec la valeur de contrainte de cisaillement que l’on considérait :
τmax

4.5 = 165
4.5 = 37 MPa ce qui est proche de l’optimum τmax = 41 MPa trouvé numéri-

quement pour estimer les données détaillées.

J.3.5 Valeurs de contrainte maximales admissibles considérées
dans notre modèle

En se basant sur la synthèse des méthodes de détermination des valeurs de la contrainte
maximale admissible, et bien que ce ne soit pas forcement cohérent avec les quelques
données détaillées de masse voilure dont nous disposons (Remarque 6.4, p. 141), nous
avons décidé de considérer les valeurs suivantes pour notre modèle de masse voilure :

σmaxt = 330 MPa

σmaxc = −247 MPa

τmax = 165 MPa
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SupAéro de 2ème année, 1991.

[Gui03] Jean Guillot. Conception : Modélisation des systèmes mécaniques. Insa, 2003.
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[Vio92] Pascal Viou. Calcul de masse d’un caisson de voilure d’avion de transport
civil du type Airbus. Rapport de Stage Onéra/SupAéro. Édition des artistes
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